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二元局部修复码的新构造

杨　森，李瑞虎 ，付　强，吕良东
（空军工程大学基础部，西安，７１００５１）

摘要　局部修复码（ＬｏｃａｌｌｙＲｅｐａｉｒａｂｌｅＣｏｄｅｓ，简记为ＬＲＣｓ）是一种可以减小分布式存储系统修复带宽的新

型纠删码。依据二元最优码的不同距离特性而改变校验矩阵的方法，提出了由奇距离局部修复码扩展构造

偶距离局部修复码的一种方法；而且提出了通过删截的方法构造新的性能优良的局部修复码。利用这两种

方法，构造出四组码长为狀≤２４，维数为犽≥８且距离为６≤犱≤８具有较小局部修复度的码，这些码都达到了

ＣＭ界。这些结果对于研究更大距离的二元最优局部修复码以及一般域上的最优局部修复码的构造，将具

有借鉴意义。
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　　云存储是一种基于云计算而发展起来的存储方

式。目前，用三重备份来保证信息的可靠存储，但这

种方式将会产生巨大的信息冗余量［１］。传统纠删码

能够满足系统高效存储的需要，但是其修复效率低，

不能完全满足现代分布式存储系统的需求［２］。再生

码和局部修复码是两种用于现代分布式存储系统的

新型纠删码［３］。再生码相比于传统纠删码，能够减

小修复带宽；ＬＲＣｓ建立了不同节点之间的关系，任

一节点可以通过访问其它节点恢复数据。若在存储

过程中有节点发生故障，参与恢复过程所需的最大



节点数量称为ＬＲＣｓ的局部修复度。具有小的局部

修复度的ＬＲＣｓ优化了在修复过程中所需要的有关

节点数量，提高了修复效率。Ｒａｗａｔ等人
［４］深入研

究了在参与恢复的过程中使用最少节点数量的

ＬＲＣｓ的问题。文献［５］指出在分布式数据存储系

统中，具有小的局部度的ＬＲＣｓ的适用性更好。

Ｇｏｐａｌａｎ等人
［５］提出了ＬＲＣｓ的概念，确立了

ＬＲＣｓ的最小 Ｈａｍｍｉｎｇ距离犱的一种上界：

犱≤狀－犽＋２－ 犽［ ］狉
该界被称为Ｓｉｎｇｌｅｔｏｎ形界（当犽＝狉时，上面的界退

化为经典Ｓｉｎｇｌｅｔｏｎ界），但是Ｓｉｎｇｌｅｔｏｎ形界在二元

域上是不紧的［５７］。在文献［８］中，Ｃａｄａｍｂｅ和 Ｍａ

ｚｕｍｄａｒ将域的大小也作为参数，提出了一个更好的

上界，即ＣＭ界：

犽≤ｍｉｎ狋∈犣＋｛狋狉＋犽
（狇）
ｏｐｔ（狀－狋（狉＋１），犱）｝

其中，犽
（狇）
ｏｐｔ（狀，犱）为当码长为狀、域的大小为狇、最小距

离为犱时ＬＲＣｓ的最大可能维数
［９］。若等式成立，

称该码达到了ＣＭ界。

以往最优 ＬＲＣｓ构造工作主要集中在大域

上［５６，１０１１］。但在工程应用中，考虑到算法效率和硬

件易实现性，在小域上ＬＲＣｓ的设计和构造更具有

研究价值［１２］。

目前，已有学者对二元ＬＲＣｓ进行了初步研究。

Ｈｕａｎｇ等人
［１３］通过幻影奇偶校验码元给出了当犱

＝３，４，５时的二元ＬＲＣｓ的构造方法。Ｆｕ等人
［１４］

提出了局部修复度狉＝１，２，３时的３种ＬＲＣｓ的构

造方法，给出了２≤犽≤７且狀≥犽＋２时的具有小局

部度的最优线性码。Ｒａｏ等人在文献［１５］中研究了

狉≤４时的二元循环ＬＲＣｓ的构造，文献［１６］对犱＝

３，４，５且具有高码率的二元ＬＲＣｓ进行了研究。

本文提出构造新二元ＬＲＣｓ的２种方法，获得

４组狀≤２４，犽≥８，且距离最优的ＬＲＣｓ，这些码都达

到了ＣＭ界。

１　预备知识

设犉ｑ为ｑ元有限域，犉
狀
狇 为犉狇 上的狀维行向量

空间，犆是犉狀狇 的犽维子空间，记犆＝［狀，犽］狇。若狓＝

（狓１，狓２，…，狓狀），狔＝（狔１，狔２，…，狔狀）∈犉
狀
狇，狓的 Ｈａｍ

ｍｉｎｇ重量为狑狋（狓）＝｜｛犻｜狓犻≠０，犻＝１，２，…，狀｝｜，狓

与狔的Ｈａｍｍｉｎｇ距离为犱（狓，狔）＝狑狋（狓－狔）。当犆

中非零码字的最小 Ｈａｍｍｉｎｇ距离为犱，记犆＝［狀，

犽，犱］狇。若不存在码犆′＝［狀，犽，犱＋１］狇，则称码犆＝

［狀，犽，犱］狇 为距离最优的（犱ｏｐｔｉｍａｌ）。

对于狓，狔∈犉
狀
狇，狓与狔的内积为（狓，狔）＝狓犻狔犻，

犻＝１，２，…，狀。将犆⊥＝｛狓｜（狓，犮）＝０，狓∈犉
狀
狇，犮∈犆｝

称为码犆的对偶码。若犆＝［狀，犽］狇，则犆
⊥＝［狀，狀－

犽］狇。由犆的一组基构成的矩阵犌＝犌犽，狀叫做犆的生

成矩阵，犆⊥ 的生成矩阵 犎＝犎狀－犽，狀叫做犆 的校验

矩阵。

对于ＬＲＣ犆，犮＝（犮１，犮２，…，犮狀）∈犆若其中第犻

个码元犮犻能够通过其他至多狉犻个码元恢复出来，就

称码元犮犻 的局部修复度为狉犻。若犆中所有码元的

最大局部修复度为狉，则该码的局部修复度为狉，记

为犆＝［狀，犽，犱；狉］狇。研究犆的局部度可分别从生成

矩阵和校验矩阵两个角度考虑。

引理１
［１３］若码的生成矩阵中任意一个列向量是

其他至多狉个列向量的线性组合，则该码的局部修

复度为狉。

若矩阵的列均为非零列向量，称该矩阵列铺满。

引理２
［１７］若码Ｃ的校验矩阵为犎＝

犎１

犎

烄

烆

烌

烎２

，犎１

实现列铺满，犎１ 的行称为犎 的局部修复行（Ｌｏｃａｌｉ

ｔｙｒｏｗｓ）。犎２ 确保最小距离且矩阵满秩。若犎１ 所

有行向量的最大 Ｈａｍｍｉｎｇ重量为狉＋１，则犆的局

部修复度为狉。

约定：用１犿 和０犿 分别表示犿 维全１行向量及

全０行向量，１Ｔ犿 和０
Ｔ
犿 分别表示它们的转置；记

０犿×狀为犿×狀零矩阵。

２　局部修复码的构造

本文通过校验矩阵研究ＬＲＣｓ的局部修复度。

若码犆ｏ＝［狀，犽，犱］，约定其校验矩阵为犎ｏ＝
犎１ｏ

犎

烄

烆

烌

烎２ｏ

，

其中，犎１ｏ实现列铺满。

以下介绍用扩展和删截构造新的ＬＲＣｓ的２种

方法。

２．１　由奇距离ＬＲＣｓ扩展构造偶距离ＬＲＣｓ

定理１　设犱为奇数，若码犆ｏ＝［狀，犽，犱；狉狅］的

对偶码犆⊥ｏ 的最大码字重量为狑ｍａｘ，则有犆＝［狀＋

１，犽，犱＋１；狉］，其中狉≤ｍａｘ｛狀－狑ｍａｘ，狉ｏ｝。

证明　（１）设码犆ｏ 的校验矩阵为犎狀－犽，狀＝犎ｏ，

构造码犆＝［狀＋１，犽，犱＋１］的校验矩阵：

犎′狀－犽＋１，狀＋１ ＝
　　１狀＋１

０Ｔ狀－犽　犎狀－犽，

烄

烆

烌

烎狀
＝

　　１狀＋１

０Ｔ犾　　犎１ｏ

０Ｔ狀－犽－犾　犎

烄

烆

烌

烎２ｏ

（２）取犆⊥ｏ 中的１个重量为狑ｍａｘ的码字犮ｍａｘ，令

犮′ｍａｘ＝［０犮ｍａｘ］，由犎′狀－犽＋１，狀＋１可构造犆的另一个校

验矩阵：
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犎狀－犽＋１，狀＋１ ＝犎′狀－犽＋１，狀＋１＋
　犮′ｍａｘ

０（狀－犽）×（狀＋１

烄

烆

烌

烎）
＝

１狀＋１＋犮′ｍａｘ

０Ｔ犾　　 犎１ｏ

０犜狀－犽－犾　犎

烄

烆

烌

烎２ｏ

＝
犎１

犎

烄

烆

烌

烎２

令矩阵犎１＝
１狀＋１＋犮′ｍａｘ

０Ｔ犾　犎

烄

烆

烌

烎１ｏ

，犎２＝（０
Ｔ
狀－犽－犾　犎２ｏ），则

犎１ 能够实现列铺满，码字１狀＋１＋犮′ｍａｘ的重量为狀－

狑ｍａｘ，则码犆的局部修复度狉≤ｍａｘ｛狀－狑ｍａｘ，狉ｏ｝。

２．２　由删截构造新ＬＲＣｓ

定理２　若犆ｏ＝［狀，犽，犱；狉ｏ］的校验矩阵为犎ｏ，

通过删除犎ｏ中的一列可以得到犆＝［狀－１，犽－１，

犱；狉］的校验矩阵犎，码犆的局部修复度狉≤狉ｏ。

证明　由引理２，犎ｏ＝
犎１ｏ

犎

烄

烆

烌

烎２ｏ

，删截犎ｏ 中的特

定列构造犆的校验矩阵犎′＝
犎′１

犎′

烄

烆

烌

烎２

，在犆⊥中重新选

取较小重量的码字构造新的校验矩阵 犎狀－犽，狀－１＝

犎１

犎

烄

烆

烌

烎２

，使得矩阵犎１ 中最大行重量狑ｍａｘ尽可能小，

则以犎狀－犽，狀－１校验矩阵的码犆＝［狀－１，犽－１，犱］的

局部度狉≤狉ｏ。

推论１由犆ｏ＝［狀，犽，犱；狉ｏ］构造犆＝［狀－１，犽－

１，犱；狉］，若犎１ｏ中第犻列为１
Ｔ
犿，删截犎 中第犻列，则

有狉＝狉ｏ－１。

３　ＬＲＣｓ的构造

下面用第２节中的方法构造ＬＲＣｓ。

３．１　犱＝６时ＬＲＣｓ的构造

命题１　存在参数为［１８，９，６；５］和［１７，８，６；４］

距离最优且达到ＣＭ界的ＬＲＣｓ。

证明　由文献［１６］可以得到犆ｏ＝［１７，９，５］的

校验矩阵：

犎８，１７ ＝

１０００００００１１０１００１０１

０１１０００００００１１０１００１

００１１００００１１００１０００１

０００１０００００１０００１１１１

００００１１００１０００１００１１

０００００１０００１１１１０００１

００１０００１００１１００００１１

熿

燀

燄

燅０００００００１１０１００１０１１

由犆⊥ｏ ＝＜犎８，１７＞，取犆
⊥
ｏ 最大重量狑ｍａｘ＝１２的码

字犮ｍａｘ＝［０１１１１１０１０１０１１１１１０］，令犮′ｍａｃ＝［０犮ｍａｘ］，

构造距离最优码犆＝［１８，９，６］的校验矩阵：

犎′９，１８ ＝
　　１１８

０Ｔ８　犎８，

烄

烆

烌

烎１７

犎９，１８ ＝犎′９，１８＋
犮′ｍａｘ

０８×

烄

烆

烌

烎１８
＝
犎１

犎

烄

烆

烌

烎２

犎１ ＝

１１０００００１０１０１０００００１

００１１０００００００１１０１００１

００００１０００００１０００１１１１

０００００１１００１０００１００１１

熿

燀

燄

燅００００００００１１０１００１０１１

犎２ ＝

０１０００００００１１０１００１０１

０００１１００００１１００１０００１

００００００１０００１１１１０００１

熿

燀

燄

燅０００１０００１００１１００００１１

犎１ 中码字的最大重量为６，故犆＝［１８，９，６；５］。

将犎９，１８中最后一列删除，可得到的校验矩阵犎９，１７

及犆′＝［１７，８，６；４］。容易验证这２个码均达到了

ＣＭ界。

命题２　存在参数为［１８，８，６；３］、［１９，９，６；４］、

［２０，１０，６；４］、［２１，１１，６；５］、［２２，１２，６；５］、［２３，１３，

６；６］和［２４，１４，６；７］距离最优且达ＣＭ界的ＬＲＣｓ。

证明　由文献［１６］构造［２４，１４，６；７］校验矩阵：

犎１０，２４ ＝

１０００１１１００１０１００１０００００００１０

０１０１０１０１１００１００００１０００１０００

０１１０１１００１０１００１００１０００００００

０１０００１１１０１１０１０００００００１０００

０００１０１１１００１００００００１１００１００

０１０１０１０００１００００１００００１０１１０

０００００１００１１００００００１０１１００１１

０１１００１０００００００００１０１００１１０１

０００００１００１００１１１１１０００００００１

熿

燀

燄

燅０００１０１００００１００００１１００１１１００

按表１删除方法可得犱＝６，１８≤狀≤２３码的校

验矩阵，并确定码的局部度，这些码达到ＣＭ界。

表１　当狀－犽＝１０时的ＬＲＣｓ

Ｎｏ． 犆 犎狀－犽，狀 构造方法

１ ［２４，１４，６；７］ 犎１０，２４ 由犎９，２３
［１６］扩展

２ ［２３，１３，６；６］ 犎１０，２３ 由犎１０，２４删截第６列

３ ［２２，１２，６；５］ 犎１０，２２ 由犎１０，２３删截第２３列

４ ［２１，１１，６；５］ 犎１０，２１ 由犎１０，２２删截第１２列

５ ［２０，１０，６；４］ 犎１０，２０ 由犎１０，２１删截第１７列

６ ［１９，９，６；４］ 犎１０，１９ 由犎１０，２０删截第１３列

７ ［１８，８，６；３］ 犎１０，１８ 由犎１０，１９删截第１４列
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３．２　犱＝７时ＬＲＣｓ的构造

命题３　存在参数为［１９，８，７；４］、［２０，９，７；４］、

［２１，１０，７；５］、［２２，１１，７；６］和［２３，１２，７；７］距离最优

且到达ＣＭ界的ＬＲＣｓ。

证明　由Ｇｏｌａｙ码可得等价码［２３，１２，７；７］的

校验矩阵：

犎１１，２３ ＝

１００００００００００１０１００１００１１１１

０１００００１０００００００００１１１１０１１

００１０００００１０００００１０１０１０１１１

１００１０００００００１００１１００１０１０１

００００１０００００００００１１１１０１１０１

０００００１０００００１０１０１０１１１００１

００００００１００００１１１１０００１００１１

０００００００１１００１０１１００１００１０１

００００００００１０００１１０１１１０００１１

０００００００００１１１１０１１０１００００１

熿

燀

燄

燅００００００００００１０１００１００１１１１１

按表２中的删除方法可以得到犱＝７，１９≤狀≤

２２的码的校验矩阵，并确定码的局部度，这些码达

到ＣＭ界。

表２　当狀－犽＝１１时的ＬＲＣｓ

Ｎｏ． 犆 犎狀－犽，狀 构造方法

１ ［２３，１２，７；７］ 犎１１，２３ Ｇｏｌａｙ码

２ ［２２，１１，７；６］ 犎１１，２２ 由犎１１，２３删截第２３列

３ ［２１，１０，７；５］ 犎１１，２１ 由犎１１，２２删截第２２列

４ ［２０，９，７；４］ 犎１１，２０ 由犎１１，２１删截第１６列

５ ［１９，８，７；４］ 犎１１，１９ 由犎１１，２０删截第１９列

３．３　犱＝８时ＬＲＣｓ的构造

命题４　存在参数为［２０，８，８；４］、［２１，９，８；４］、

［２２，１０，８；５］、［２３，１１，８；６］和［２４，１２，８；７］距离最优

且到达ＣＭ界的ＬＲＣｓ。

证明　按表３中的方法由犱＝７的码扩展，可以

得到犱＝８，２０≤狀≤２４的码的校验矩阵，利用定理１

确定码的局部度，易验证这些码达到ＣＭ界。

表３　当狀－犽＝１２时的ＬＲＣｓ

Ｎｏ． 犆 犎狀－犽，狀 构造方法

１ ［２４，１２，８；７］ 犎１２，２４ 由犎１１，２３扩展

２ ［２３，１１，８；６］ 犎１２，２３ 由犎１１，２２扩展

３ ［２２，１０，８；５］ 犎１２，２２ 由犎１１，２１扩展

４ ［２１，９，８；４］ 犎１２，２１ 由犎１１，２０扩展

５ ［２０，８，８；４］ 犎１２，２０ 由犎１１，１９扩展

４　结语

本文利用二元域上最优线性码相关理论为基

础，从校验矩阵的角度提出了２种ＬＲＣｓ的构造方

法。当已有距离为奇数的 ＬＲＣｓ时，可由奇距离

ＬＲＣｓ构造偶距离的新ＬＲＣｓ，也可通过删截已知

ＬＲＣｓ的方法构造新的ＬＲＣｓ。利用这２种方法，具

体构造出了参数为狀≤２４，犽≥８，６≤犱≤８的４组距

离最优的ＬＲＣｓ，且都达到了ＣＭ 界。在未来的工

作中，还可以通过本文中提出的构造方法研究码长

更大、维数更高、距离更大的ＬＲＣｓ的局部修复度，

这些构造方法也可以推广到更一般的域上来构造新

码。文中提出的构造方法也为进一步研究二元最优

线性码的局部修复度与其他参数间的关系，构造性

能优良的ＬＲＣｓ提供借鉴思路。
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