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T

#

>A<

W

I%FKUAI

W

I&BIR4QI%OJKA<JIDA<AIUJ<BCJOAKAIJ<>

UABFFJKUJO<J&AUB%FKAUBKXBJO'.KBF

N

UDJKJI%FKUAI

W

I&BIR4QI%OJK

$

@AF

WT

#

>A<

W

QJ<@BUBAFKJ&X>%<UD%

N

%FA&

I%OJK B̀UD&JF

N

UD#5AFOFJ̀

T

>A<

WM

LAFUL@I%OJK B̀UDZ

%

T

j!A<JI%FKU<LIUJO B̀UD%LUI%@EBFAUB%F%X

aF%̀ F@JUD%OK'8DJ@JUD%OKAFO<JKL&UK@A

W

EJJ@

;

&%

W

JOU%I%FKU<LIU

M

LAFUL@I%OJK B̀UDEJUUJ<

;

A<A@>

JUJ<AFO

N

BVJ%LUUDJ&%̀ J<E%LFOK%XK%@J%

;

UB@A&

M

LAFUL@I%OJK'

B-

1

C%)0@

%

QJ<@BUBAFKJ&X>%<UD%

N

%FA&I%OJ

'

I%FKUAI

W

I&BII%OJK

'

T

#

>I

W

I&%U%@BII%KJU

'

M

LAFUL@I%OJK

!!

量子纠错码是量子计算)量子通信等量子信息

处理可靠运行的保障$构造具有良好参数的量子纠

错码则是量子纠错码中最重要的研究内容(文献*

!

#

=

+先后建立了
T

>

元!二元和非二元"加性量子纠错

码与自正交!或对偶包含"经典线性码的联系$创造

出量子码的
H

种构造方法%

477

构造法$

7UJAFJ

构造

法和
QJ<@BUBAF

构造法(

QJ<@BUBAF

构造法则是其

中最有效)使用最多的构造方法(



依据上述
H

种构造方法$利用经典线性码构造

量子纠错码首先要解决经典线性码的自正交性!或

对偶包含"问题$文献*

*

#

!!

+先后讨论了二元和非

二元循环!及其推广"码类的对偶包含判定条件$再

深入研究其中特殊码类
R4Q

码和常循环
R4Q

码

的对偶包含判定条件$以及用对偶包含码确定所构

造量子纠错码的参数$并构造出一些具有较好参数

的量子纠错码$而直接使用特殊码类来构造较好参

数的量子码$对码长需要严格限制$且所构造的量子

码的距离相对码长来说比较小(为突破对码长的严

格限制$人们探讨用赋值和矩阵乘积码来构造码长

较大的量子码$但是所得到的量子码的距离相对码

长来说依然比较小(文献*

!#

+利用最优量子码$量

子
[:7

码进一步构造码长分别为
#

T

# 和
#

!

T

#

j!

"

的量子码$所给出的量子码的距离
Z

(

T

j!

(本文

将探讨使用组合方法构造码长为
#

!

T

#

j!

"的距离

为
Z

%

T

j!

的量子码(

!

!

预备知识

设
T

为素数的幂$

S

T

#为包含
T

# 个元素的有限

域$

S

3

T

#

为
S

T

#的非零元素集合$

S

T

#上
5

维行向量空

间$

S

5

T

#上的
$

维子空间
H

叫做码长为
5

的
$

维
T

#

元码'如果
H

的
QA@@BF

N

距离为
Z

$简记为
Hg

*

5

$

$

$

Z

+

T

#

$如果
Zg5e$j!

$则
H

称为最大距离可分

!

[:7

"码(

设
!g

0

P

!

$

P

#

$2$

P

5

1$

%g

0

K!

$

K#

$2$

V

5

1

-

S

5

T

#

$

H

的
QJ<@BUBAF

对偶码
H

Q

U定义为
H

Q

U

g

0

!

2

!

-

S

5

T

#

$!

!

$

%

"

gP

!K

T

!

jP

#K

T

#

j

2

jP

5K

T

5

g)

$

:

%

-

H

1(若
H

Q

U

;

H

$则
H

Q

U称
QJ<@BUBAF

自正交码$相

应
H

称
QJ<@BUBAF

对偶包含的(

利用
S

T

#上满足
QJ<@BUBAF

对偶包含!或自正

交"条件的经典码$可构造出
T

&

元量子码$文献*

\

#

G

+给出如下定理(

定理
DED

*

\&G

+

!

若设
H

是
S

T

#上的参数为*

5

$

$

$

Z

+

T

#的线性码并且
H

Q

U

;

H

$则存在
T

&

元
(g

**

5

$

#$

e5

$

8

Z

++

T

量子码(

当
H

满足定理
!̂!

条件且为经典
[:7

码时$

(

g

**

5

$

#$e5

$

Z

++

T

一定是纯量子码并且为量子

[:7

码(文献*

!!

+中利用码长
5g

T

#

j!

的常循环

R4Q

码构造出量子
[:7

码$下面介绍常循环码以

及相关的
QJ<@BUBAF

对偶包含结果(

设
H

是
S

T

#上参数为*

5

$

$

+

T

#的线性码$

--

S

3

T

#

$

如果
:

+g

0

+

)

$

+

!

$2$

+

5e!

1

-

H

$都有0

-

+

5e!

$

+

)

$2$

+

5e#

1

-

H

$则
H

称为
-

&

常循环码(其中当
-

g!

时$

此常循环码为循环码(由文献*

!H

+可知$

S

T

#上的
-

&

常循环码
H

等同于环
)

5

g

S

*

P

+

!

P

5

e

-

"

的理想$能够用

P

5

e

-

的因式以及多项式代数描述(

下面约定
5

%

!

为正整数$

N

IO

!

5

$

T

"

g!

$记
?g

W?Z

T

#

!

-

"为
-

在群
S

3

T

#

中的阶(

H

是
S

T

#上参数为

*

5

$

$

+

T

#的
-

&

常循环码
Hg

'

4

!

P

"

%

$其中
4

!

P

"

2

P

5

e

-

且
4

!

P

"是
H

中次数最小的首一多项式(设
8

为
S

T

#的某个扩域中的
?5

次单位根且有
8

5

g

-

$由于

!

P

5

e

-

"

2

!

P

?5

e!

"$我们可以验证
P

5

e

-

的根为

8

Q?j!

$

)

(

Q

'

5

$见文献*

!+

+(

定义
9

?

$

5

g

0

Q?j!

2

)

(

Q

'

5

1$则
-

&

常循环码
H

g

'

4

!

P

"

%

的定义集为%

3

%

g

0

Q?j!

-9

?

$

5

2

8

Q?j!是

4

!

P

"的根1(显然$

H

的维数为
OB@

!

H

"

g5e

2

3

2

$

其
QJ<>@BUBAF

对偶码
H

Q

U的定义集为
3

Q

U

g

9

?

$

5

R

!

e

T

3

"(类似于循环码$下面的定理给出了常循环

码的
R4Q

界(

定理
DEF

*

!H

+

!

!常循环码的
R4Q

界"

!

设
?g

W?Z

T

#

!

-

"$

Hg

'

4

!

P

"

%

是
S

T

#上长度为
5

的
-

&

常循

环码(若
8

为
?5

次本原单位根$

4

!

P

"的根为

0

8

!jQ?

2

J

(

Q

(

Jj

$

e!

1!或等价地
H

的定义集为
3g

C

Jj

$

e!

QgJ

H

Q?j!

"$则此时常循环码的最小距离
Z

8$

(

引理
DED

*

!\

+

!

设
H

是
S

T

#上长度为
5

的
-

&

常循

环码且
?g%<O

T

#

!

-

"$若
H

是
QJ<@BUBAF

对偶包含

码$则有
?

2

T

j!

(

QJ<@BUBAF

对偶包含
-

&

常循环码的存在性和确

定可用分圆陪集理论解决(若
P

-9

?

$

5

$

P

模
?5

的

T

#

&

分圆陪集
H

P

为%

H

P

g

0

P

$

P

T

#

$

P

!

T

#

"

#

$2$

P

!

T

#

"

$e!

1!

@%O?5

"(

其中
$

是使得
P

!

T

#

"

$

S

P

!

@%O?5

"的最小正整数(

若
?5e

T

P

-

H

P

$

H

P

为斜对称的'否则称其为斜非对

称的(模
?5

的斜非对称
T

#

&

分圆陪集
H

P

和
H

e

T

P

g

H

?5e

T

P

成对出现$叫做模
?5

的
T

#

&

斜非对称偶!简称

斜非对称偶"$记为!

H

P

$

H

e

T

P

"(见文献*

!G

+(

下面的引理给出了
H

是
S

T

#上长度为
5

的
QJ<>

@BUBAF

对偶包含
-

&

常循环码的充要条件(

引理
DEF

*

!+

+

!

设
?gW?Z

T

#

!

-

"$

?

2

T

j!

$

H

是
S

T

#

上长度为
5

的
-

&

常循环码$其定义集为
3

$则
H

Q

U

;

H

当且仅当以下条件其中之一成立%

*:

P

$

K

-

3

有
H

P

/

H

e

T

P

$若
H

P

/

H

K

则它们不构成非对称偶'

+

3

D

!

e

T

3

"

g

T

$其中
e

T

3g

0

e

T

9@%O?5

"

2

9

-

3

1(

#

!

自正交码与量子码的组合构造

假设
T

为奇素数的幂(为利用满足嵌套关系的

=)!

第
#

期
! !

郭冠敏$等%一类量子码的组合构造



线性码构造
QJ<@BUBAF

自正交码$我们先证明下面

的引理(

引理
FED

!

设
T

为奇素数的幂$则存在
S

T

#中元

素
.

使得
.

T

j!

j!g)

(

证明
!

设
8

-

S

3

T

#

为
S

T

#的本原元$则
8

T

#

e!

g!

且

对于
!

(

.

'

T

#

e!

必有
8

.

/

!

(因
T

为奇素数的幂$

则
8

T

#

e!

g

8

T

e!

! "

#

#

!

T

j!

"

g!

及
8

T

e!

! "

#

!

T

j!

"

ge!

成立(

记
.g

8

T

e!

#

$则
.

T

j!

ge!

$引理得证(

定理
FED

!

设
H

!

和
H

#

是参数分别为*

5

$

$

!

$

Z

!

+

T

#和*

5

$

$

#

$

Z

#

+

T

#的线性码$若
H

Q

U

!

U

H

Q

U

#

U

H

!

$则

存在对偶距离
Z

8

@BF

0

#Z

!

$

Z

#

1$参数为*

#5

$

#5e

!

$

!

j$

#

"+

T

#的
QJ<@BUBAF

自正交码$从而存在参数

为**

#5

$

#

!

$

!

j$

#

"

e#5

$

8

@BF

0

#Z

!

$

Z

#

1++

T

量子码(

证明
!

设
H

!

校验阵为
0

!

$由
H

Q

U

!

U

H

!

可知

0

!

0

a

!

g)

$并且可选取
H

#

校验阵为
0

#

$使得
0

#

g

0

!

0G

*

+

V

W

#

(再由
H

Q

U

#

U

H

!

可知
0

!

0

a

#

g)

(

取
.

-

S

T

#使得
.

T

j!

j!g)

$利用
0

!

和
0

#

构造

0

如下%

0g

0

!

)

D0G

#

0G

#

) 0

*

+

V

W

!

g

!

#

!

$2$

#

5

$

*

!

$2$

*

5

"

式中%

#

Q

$

*

_

!

!

(

Q

$

_

(

5

"为
0

的列向量(

下面分
H

步证明
0

生成对偶距离
Z

8

@BF

0

#Z

!

$

Z

#

1)参数为*

#5

$

#5e

!

$

!

j$

#

"+

T

#的
QJ<@B>

UBAF

自正交码(

步骤
D

!

由于
0

!

0

a

!

g)

$

0

!

0

a

#

g)

$

.

T

j!

ge

!

(则%

00

a

g

0

!

)

.0G

#

0G

#

) 0

*

+

V

W

!

0

a

!

.

T

0G

#

a

)

) 0G

#

a

0

a

*

+

V

W

!

g

) ) )

)

!

.

T

j!

j!

"

0G

#

0G

#

a

)

*

+

V

W

) ) )

g)

(

从而可得
0

生成码长为
#5

的
QJ<@BUBAF

自正

交码(

步骤
F

!

因为
H

!

和
H

#

分别是参数*

5

$

$

!

$

Z

!

+

T

#

和*

5

$

$

#

$

Z

#

+

T

#的线性码$所以
0

!

和
0

#

的行数分别

为
5e$

!

和
5e$

#

$

0G

#

的行数为
$

!

e$

#

$则
0

的行

数为
#

!

5e$

!

"

j$

!

e$

#

g#5e

!

$

!

j$

#

"(

显然$

0

的秩为
#5e

!

$

!

j$

#

"(

步骤
G

!

再证
0

生成的
QJ<@BUBAF

自正交码的

对偶距离
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意
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自正交码的对偶距离
Z

8

"

$即
Z

8

@BF

0

#Z

!

$

Z

#

1(
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自正交码
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证毕(!注%文献*
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+用
T

#
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元码和矩阵乘积法构造

量子码时$要求
H

!

和
H

#

都是
QJ<@BUBAF

对偶包含

码$定理
Ĥ!

突破
H

#

为
QJ<@BUBAF

对偶包含码$减

弱条件后适用范围更广("

H
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新的量子码的构造

本节通过具体分析码长为
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T

#
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的常循环

R4Q

码的定义集合$讨论
QJ<@BUBAF

对偶包含码
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的最大设计距离
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$从而构造出
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为

偶数"时的对偶包含常循环
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码
H

!

$进而通过
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H
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和
H
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之间的嵌套关系确定出常循环码
H
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的设

计距离$进而通过
H
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和
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的组合构造出满足自正

交条件的常循环码$利用定理
#̂!

提供的量子码的

QJ<@BUBAF

构造法$从而构造出新的量子码(
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为奇素数的幂$

T

8

\

$

H

是
S

T

#上码长为
5

的
-

&

常循环码$

?gW?Z

T

#

!

-

"$设码长
5g

T

#

j!

$

?g

T

j!

$则有
?5

2

T

+

e!

$故有
2

H

!jQ?

2(

#

$

)

(

Q

'

5

$其中

H

!jQ?

是包含
!jQ?

的模
?5

的
T

#

&

分圆陪集*

!=

+

(

类似文献*
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H
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H
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$
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的定义集为
3

!

g

C

$

,

#e!

Qg)

H

8eQ

!

T

j!

"

$由文献*
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结语

本文首先给出了满足一定嵌套关系的两个
T

#

&

元线性码组合构造
QJ<@BUBAF

自正交码的方法$确

定出所构造的新的
QJ<@BUBAF

自正交码的维数和对

偶距离下界'其次讨论了码长为
5g

T

#

j!

)满足所

需嵌套关系的两个
T

#

&

元常循环
R4Q

码的定义集

合)设计距离和参数'进一步由常循环
R4Q

码构造

出码长
#5

的
T

&

元量子码(相比较于文献*

!!

+$利用

这一方法可得到距离
Z

%

T

j!

量子码$且构造出的

量子码和文献*

!#

+中利用
R4Q

码构造的量子码相

比参数更优(本文的方法和结果对于构造更多参数

良好的量子码以及给出最优量子码的距离下界都具

有借鉴意义(

参考文献!

/JXJ<JFIJK

"#

*

!

+

401:5/R0(?0/

$

7Q-/Z S'6%%O_LAFUL@

5<<%<>4%<<JIUBF

N

4%OJK 5YBKU

*

,

+

'ZD

W

K /JV 0

$

!""G

$

\+

%

!)"*>!!)\'

*

#

+

7850(50 ['5<<%<4%<<JIUBF

N

4%OJKBF_LAFUL@

8DJ%<

W

*

,

+

'ZD

W

K/JV1JUU

$

!""G

$

==

%

="H>="='

*

H

+

401:5/R0(?0/

$

/03(75[

$

7Q-/ZS

$

JU

A&'_LAFUL@5<<%<4%<<JIUB%F$BA4%OJK-VJ<62

!

+

"

*

,

+

'35558<AFK3FX8DJ%<

W

$

!""*

$

++

%

!HG">!H*='

*

+

+

7850(5 0 ['5F&A<

N

J@JFU%X4A&OJ<EAFa>7D%<>

7UJAFJ_LAFUL@4%OJK

*

,

+

'35558<AFK3FX8DJ%<

W

$

!"""

$

+\

%

#+"#>#+"\'

*

\

+

07Q3?Q[3( 0

$

?(311 5'(%FEBFA<

W

_LAFUL@

7UAEB&BCJ<4%OJK

*

,

+

'35558<AFK3FX8DJ%<

W

$

#))!

$

+=

%

H)G\>H)=#'

*

G

+

?58?0/0

$

?10ZZ5(54?5/0

$

?.[0/7

$

JU

A&'(%FEBFA<

W

7UAE&BCJ<4%OJK%VJ<2BFBUJ2BJ&OK

*

,

+

'

35558<AFK3FX8DJ%<

W

$

#))G

$

\#

%

+*"#>+"!+'

*

=

+

13(67

$

1.-,

$

b3(64'6JFJ<A&BCAUB%F%X7UJAFJ

&

K

5F&A<

N

J@JFU4%FKU<LIUB%F%X_LAFUL@4%OJKAFO0

;

>

;

&BIAUB%FK

*

,

+

'3555 8<AFK3FX8DJ%<

W

$

#)!)

$

\G

%

+)*)>+)*+'

*

*

+

6/0771[

$

R58Q 8

$

Z5113PP0/38'4%OJKX%<

UDJ_LAFUL@5<AKL<J4DAFFJ&

*

,

+

'ZD

W

K/JV1JUU0

$

!""=

$

\G

%

HH>H*'

*

"

+

6/0771 [

$

R58Q 8'_LAFUL@R4Q 4%OJK

*

,

+

'

Z<%Ib3FU7

W

@

;

8DJ%<

W

5&JI

$

!"""

%

#)=>#!#'

*

!)

+

6/0771[

$

R58Q 8'4

W

I&BI_LAFUL@5<<%<>4%<>

<JIUBF

N

4%OJKAFO_LAFUL@7DBXU/J

N

BKUJ<K

*

,

+

'Z<%I

/%

W

A&7%I1%FO%F7J<BJK0

$

#)))

$

+\G

%

#G*">#=)G'

*

!!

+

01970

$

?10ZZ5(54?5/0

$

70/$5Z0113Z

?'-F_LAFUL@AFO4&AKKBIA&R4QI%OJK

*

,

+

'3555

8<AFK3FX8DJ%<

W

$

#))=

$

\H

%

!!*H>!!**'

*

!#

+

PQ0(68

$

656'_LAFUL@4%OJKX<%@6JFJ<A&BCJO

/JJO>7%&%@%F4%OJKAFO[AU<BY>Z<%OLIU4%OJK

*

,

+

'

[AUDJ@AUBIK

$

#)!\'

*

!H

+

09:3((

$

730Z3

$

/09>4Q0.:Q./3:?'8DJ

7U<LIUL<J%X!>6JFJ<AU%< 4%OJK AFO (J̀ 1BFJA<

4%OJK

*

,

+

':JKB

N

FK4%OJKAFO4<

W;

U

$

#))!

$

#+

%

H!H>

H#G'

*

!+

+

?03b

$

PQ.7

$

13Z'4%FKUAI

W

I&BI4%OJKAFO7%@J

(J̀ _LAFUL@[:74%OJK

*

,

+

'35558<AFK3FX8DJ>

%<

W

$

#)!+

$

G)

%

#)*)>#)*G'

*

!\

+

4Q5(R

$

13(67

$

PQ0(66'0

;;

&BIAUB%F%X4%F>

KUAI

W

I&BI4%OJKU%_LAFUL@ [:74%OJK

*

,

+

'3555

8<AFK3FX8DJ%<

W

$

#)!\

$

G!

!

H

"%

!+=+>!+*+'

*

!G

+ 李瑞虎$左飞$刘杨
'

斜对称
T

#

>

分圆陪集及应用

*

,

+

'

空军工程大学学报!自然科学版"$

#)!!

$

!#

!

!

"%

*=>*"'

13/Q

$

P.-2

$

13.9'07ULO

W

%X7aJ̀ 7

W

@@JU>

<BI

T

>4

W

I&%U%@BI4%KJUAFO3UK0

;;

&BIAUB%F

*

,

+

',%L<>

FA&%X0B<2%<IJ5F

N

BFJJ<BF

N

.FBVJ<KBU

W

!

(AUL<A&7IB>

JFIJ5OBUB%F

"$

#)!!

$

!#

!

!

"%

*=>*"'

!

BF4DBFJKJ

"

*

!=

+

Q.1

$

9.5_

$

PQ.b'(J̀ _LAFUL@ [:74%OJ

X<%@ 4%FKUAI

W

I&BI 4%OJK

*

,

+

'4DBFJKJ 0FFA&K %X

[AUDJ@AUBIK

$

#)!G

$

H=

%

*"!>*"*'

"编辑#姚树峰$

)!!

空军工程大学学报!自然科学版"

#)!*

年


