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基于固定垒高的双稳态系统参数调节方法

吕浩源, 张 辉, 庞春雷, 曹海霞
(空军工程大学信息与导航学院,西安,710077)

摘要 针对双稳态随机共振系统参数选取困难的问题,基于四阶龙格塔库算法,提出了一种以

固定垒高为约束条件的系统参数调节方法。首先,根据输出信噪比公式,得到固定垒高ΔV 下

系统参数a,b的约束条件。然后,在约束条件下快速搜索a 值,使微弱信号产生的频谱幅度峰

值再次增大,从而得到与输入信号匹配的最大输出信噪比。仿真结果表明,在高频微弱信号检

测中,该方法可以有效抑制低频分量干扰,信噪比较没有设定约束条件的参数调节方法平均提

高了3.50dB。
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ontheFixedHeightofPotentialBarrier
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Abstract:Aimedatthedifficultyofselectingparametersinbi􀆼stablestochasticresonancesystem,basedon
theRunge􀆼Kuttaalgorithm,asystemparametersadjustmentmethodisputforwardintakingthefixedpo-
tentialbarrierheightasconditionsofconstraintinthispaper.First,accordingtotheformulaofoutputsig-
nal'sSNR,theconstraintconditionsofparametersa,bareobtained.Then,thevalueofaisrapidly
searchedunderconditionsofconstraint,thusmakingtheoutputspectrumamplitudeincreasedagain.Fi-
nally,themaximumSNRoftheoutputsignalcorrespondingtotheinputsignalcanbeobtained.Thesimu-
lationresultsshowthatthismethodcaneffectivelysuppressthelowfrequencyinterferencesignalsinde-
tectinghighfrequencyweaksignals,andtheoutputsignal'sSNRisincreasedbyonaveragecomparedto
thatoftraditionalmethodswithnoconstraintconditions.
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  与传统信号检测方法不同,基于随机共振[1􀆼2]

(StochasticResonance,SR)的微弱信号检测不是削

弱抑制噪声,而是利用噪声的能量转移实现输出信

噪比大于输入信噪比。这种方法克服了去除噪声时



对有用信号造成损失,这一优点使其在雷达探测、声
纳探测[3]、振动故障检测[4]、通信[5]等微弱信号检测

领域得到了广泛的关注和研究,而目前大部分研究

多是基于双稳态随机共振模型[6􀆼8]。
由于受绝热近似理论和线性响应理论[9]的限

制,要求所检测的微弱信号必须满足低频率、小信

号,而在科学研究和工程实践当中的多为高频率或

大噪声。为了满足系统检测的要求,人们分别提出

了调制随机共振[10]和尺度变换随机共振[11],而这

些方法都是针对输入信号调整,都是在信号输入的

前端对信号进行处理,这就对前端的尺度变换和调

制电路提出了较高的要求,而且通过调整前端的硬

件电路成本高、效率低、实现方法复杂,大大降低了

对任意未知信号检测的灵活性。此外也有部分学者

通过调整系统参数[3,12􀆼13]从而实现随机共振,但这

些方法大多是假定一个参数固定的情况下[14􀆼15],多
次调整另一个参数使输出信噪比达到最大值。这种

方法只是单一的分析某一个系统参数的影响,这就

可能造成对系统因素认识的片面性,同时仅对一个

系统参数调整的耗时也将大于2个系统参数的同步

调节,降低了参数调整的效率。
本文将分析双稳态SR系统参数a,b 对系统

性能的影响,采用四阶龙格塔库算法对SR系统进

行数值计算[16],提出一种固定约束条件下可变系统

参数的快速搜索方法。先通过分析影响输出信噪比

的系统因素,得到了系统参数a,b的约束条件,然
后将使用快速搜索的方法,找到输出信噪比最大时

的参数a,b,从而实现优化双稳态系统的设计。

1 双稳态SR系统

1.1 双稳态SR原理

在非线性双稳态系统中,受到噪声 N(t)作用

的微弱信号Acosωt可以用朗之万方程表示,即:

  x
·

=ax-bx3+Acosωt+N(t) (1)
式中:a,b均大于0,Acosωt是幅度为A ,频率为

ω 的微弱信号;N(t)表示满足高斯分布的白噪声,
强度为D 、均值为0,其统计均值和自相关函数则分

别为:

<N(t)>=0,<N(t)N(t+τ)>=2Dδ(t)(2)
非线性双稳态势函数为:

  V(x)=-
a
2x

2+
b
4x

4(a>0,b>0) (3)

势函数的参数分别为a,b。通过对V(x)求

一阶导数,可得当x=± a/b 和x=0时V'(x)

=0,即势函数存在3个极值。通过对V(x)求2阶

导数可知,当x=0时,V″(x)<0;当x=± a/b
时,V″(x)>0;由此可判定势函数V(x)存在2个

极小值和1个极大值,即表现为函数有2个势阱和

1个势垒。2个势阱的位置分别为xm =± a/b ;
势垒的位置为xn =0;通过将xm ,xn 代入势函数,
可得势垒垒高ΔV =a2/4b。将输入信号定为常数

(即直流信号)代入式(1),且当势函数满足极点和拐

点重合时,可解得系统临界值Ac = 4a3/27b 。图

1为非线性双稳态的势函数。

图1 双稳态随机共振的势函数

Fig.1 Thepotentialfunctionofbi􀆼stablestochasticresonance

  式(1)描述了单位质点同时受到外力和噪声的

驱动时,在双势阱中作过阻尼运动。在没有信号和

噪声输入时,质点的位置由初始状态决定,可在任何

一个势阱内。当有幅度A >0的信号输入该系统

时,系 统 将 不 再 处 于 平 衡 状 态,势 阱 会 在 信 号

Acosωt的驱动下发生频率为ω 周期倾斜运动(相对

势高交替的上升和下降)。如果A <Ac 质点仍能

以输入信号频率ω在某个势阱内进行小范围的周期

运动。当引入噪声后即使A <Ac ,因为噪声和外

力的共同驱动,质点也将会从一个势阱跃迁到另一

个势阱,将会形成随机共振现象。这种现象的本质

是信号和噪声在非线性双稳态系统中发生了协同作

用,此时噪声的能量将部分转化为信号的能量,使得

输出信噪比明显增大。

1.2 双稳态系统参数分析

通过分析双稳态系统,发现影响产生随机共振

的系统因素主要是:势垒垒高ΔV=a2/4b和垒间距

Δx=2 a/b ,当输入信噪比一定时,只有相应的适

当减小垒高(跃迁高度)和垒间距(跃迁宽度)才能更

容易产生共振现象,但垒高过低将影响输出信噪比。
下面将结合输出信噪比分析系统参数a,b对随机

共振的影响。
根据绝热近似理论,在稳态条件下,当t0 →- ¥

时,有:

lim
t0→-¥

<x(t+τ)x(t)|x0,t0>=<x(t+τ)x(t)>=

xm
2exp(-2rk τ )1-κ(t)2[ ] +xm

2κ(t+τ)κ(t) (4)
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式中:κ(t)=
2rKAxmcos(ω0+φ)

D (4rK
2+ω0

2)12
。为了计算外加

周期信号输出功率谱,应先求出输出自相关函数的

时域平均,系统输出的功率谱可由自相关函数作傅

里叶变换求得,即:对式(6)进行傅里叶变换,得:

G(ω)=GN(ω)+GS(ω)=

1-
1
2

Axm

D
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 4rk
2

4rk
2+ω02

é

ë
êê

ù

û
úú +

π
2

Axm

D
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 4rk
2

4rk
2+ω02

δ(ω-ω0)+δ(ω+ω0)[ ] (5)

式(7)由2部分组成,一部分是由噪声引起的

GN(ω),另一部分是由周期信号引起的与微弱信号

同周期的成分GS(ω)。为了方便地描述微弱周期

信号 的 输 出 情 况,将 采 用 输 出 信 噪 比 SNR =

PS/PN,PS =lim
Δω→0∫

ω0+Δω

ω0-Δω

GS(ω)dω。因为系统输出的

噪 声 为 高 斯 白 噪 声 所 以 在 ω =ω0 处 PN =

lim
Δω→0∫

ω0+Δω

ω0-Δω

GN(ω)dω,代入得:

SNR=
π
2

Axm

D
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

rk/ 1-
1
2

Axm

D
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 4rk
2

4rk
2+ω02

é

ë
êê

ù

û
úú (6)

式中:xm 是双稳态系统的稳态;rk 为只有噪声

N(t)作用且不存在周期激励时,质点在2个势阱间

的Kramers跃迁率;A 为微弱信号的幅度;D 为噪

声强度。

2 固定垒高条件下系统参数调节方法

2.1 基于噪声强度的参数约束条件

分析式(6),分母的高阶项为高阶无穷小项,趋
近于0,对输出信噪比结果的影响可以忽略,得:

  SNR=
π
2

Axm

D
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

rk = 2ΔV A
D

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

exp -
ΔV
D

æ

è
ç

ö

ø
÷ (7)

分析式(7)可知影响输出的因素有输入微弱信

号幅度A 、噪声D 和势垒垒高ΔV ,当输入信号给

定时,微弱信号幅度A 、噪声D 为定值,要研究势

垒垒高ΔV 对输出信噪比的影响。输出信噪比式

(7)可简化为:

 SNR= 2ΔV A
D

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

exp -
ΔV
D

æ

è
ç

ö

ø
÷ =C1ΔVexp -

ΔV
C2

æ

è
ç

ö

ø
÷ (8)

式(8)中只有势垒垒高ΔV 是影响SNR的系统

因素,为获取SNR的最大值,设ΔV 为因变量,对函

数SNR求导,求得当ΔV =D 时函数SNR导数为

0。通过分析仿真图,ΔV =D 为函数SNR极大值

点,结合前面分析为了满足起振条件可以适当的降

低势垒垒高,但当势垒垒高ΔV 降低到一定程度时

将会影响输出信噪比,所以为得到最大的输出信噪

比不能无限的降低势垒垒高ΔV ,只有当ΔV =D
时,才会得到最大的输出信噪比。图2是当A 等于

1时,不同D 值下SNR随ΔV 的变化曲线。

图2 输出SNR随势垒垒高的变化

Fig.2 TheoutputSNRchangewiththeheightofpotentialbarrier

  当微弱信号幅度A 固定时,输出信噪比随着势

垒垒高ΔV 的增加,先变大再减小,仿真结果证明了

假设的正确性。微弱信号的幅度非常小,所以在通

过积分来计算噪声的强度D 时可以忽略微弱信号

的影响。在给定输入信号的情况下可以求得噪声强

度D ,这样就可以通过噪声强度D 得到固定的势

垒垒高,从而得到了a,b的约束条件:

    ΔV=D=a2/4b (9)

2.2 基于固定垒高的参数调节方法

在得到噪声强度的情况下,以ΔV=D =a2/4b
为参数a,b的约束条件,是在仅考虑信号和噪声幅

度条件下得到的,并不是参数a,b的确定条件。仅

仅是在假定产生随机共振的情况下,输出信噪比与

噪声强度匹配的最大值,即输入微弱信号满足小频

率,实现了频率的匹配。但是实际中是无法确定输

入信号的频率的,可能没有产生随机共振也可能仅

产生“过共振”或“欠共振”,所以该信噪比还可以继

续改善,将采用固定约束条件下参数优化。因为无

法确定微弱信号的频率,采用连续调节参数a 的方

法继续增大输出信噪比SNR达到最优,从而得到参

数a,b的确定条件,下面将分析参数与待检测信号

频率的关系。

分析参数,引入变量代换,将y=x a/b,τ=at
带入到式(1)中,得:

dy
dτ =y-y3+

b
a3

Acos ω
aτ+φ

æ

è
ç

ö

ø
÷ +

1
a

b
a N τ

a
æ

è
ç

ö

ø
÷ (10)

式(10)可以看出归一化后信号的频率变为原来

的1/a。发现参数a 的选择对于高频信号的处理

是非常重要的,所以在固定的势垒垒高ΔV 的情况

下可以通过连续调节参数a,使输出的信噪比不断
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优化。通过建立约束条件下系统参数的调节,从而

完成系统输出信噪比的最优化,清晰地将淹没在噪

声中任意未知的微弱信号检测出来。

2.3 双稳态系统参数2次调节系统框图

基于输出信噪比最大的原则,建立系统参数2
次调节模型:①根据噪声强度确定势垒垒高ΔV ,确
定参数a,b约束条件;②在确定ΔV=D=a2/4b的

条件下,连续调节a 使输出信噪比达到最优。系统

框图见图3。

图3 双稳态系统参数2次调节系统框图

Fig.3 Thesystemblockdiagramofbi􀆼stable
systemparameterstwicechange

3 参数可调系统仿真分析

3.1 原始系统参数

当没有进行参数优化,噪声强度D =5,微弱信

号幅度A=0.1频率f=0.02Hz时,任取系统参数

a=2,b=4,输入仿真结果见图4,输出仿真结果见

图5。

  在图5所示的频域内没有明显的功率谱峰值,
此时说明没有产生随机共振现象,微弱信号已经完

全淹没在噪声中。该仿真结果证明,当给定任意未

知输入信号,未优化双稳态系统参数与被检测微弱

信号“匹配”不会产生随机共振。

图4 输入信号加噪声的幅度和频谱

Fig.4 Theamplitudeandspectrumofinputsignalandnoise

图5 输出信号的幅度和频谱

Fig.5 Theamplitudeandspectrumofoutputsignal

3.2 一步优化仿真及分析

只进行一步优化,当参数D=5.0,A=0.2,f=
0.02Hz,a=0.1,b=a2/4D=0.0005时,输出信号

的时域 和 频 域 仿 真 见 图6,当 参 数a =0.3,b =
a2/4D=0.0045其他条件不变时,输出信号的时域

和频域仿真见图7。
图6在输出信号的频域内有明显的功率谱峰

值,此时说明已经产生了随机共振现象,检测到了淹

没在噪声中的微弱信号。
图7中,输出信号的频域内没有明显的峰值,此

时没有产生随机共振现象,检测不到微弱信号。
通过分析可以发现,当仅仅进行一步优化,(即

仅以ΔV=D=a2/4b为a,b的约束条件时 )当参数

选取不适合时将不会产生随机共振,同时分析可得

a 值对产生随机共振的影响灵敏度极高。要在建立

约束条件情况下继续优化a 值。

图6 产生随机共振的输出

Fig.6 Theoutputofthestochasticresonance
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图7 未产生随机共振的输出

Fig.7 Theoutputofthenon􀆼stochasticresonance

3.3 2步优化仿真及对比分析

在约束条件下,连续调整参数a,b 时,随着a
的不断调整,输出信号频域内的频谱幅度峰值会继

续增高,当a=0.15,b=a2/4D=0.001125时最优

仿真结果见图8。
通过仿真得到的最好情况见图8,此时的频谱

幅度为1963,较只进行一步优化时1007有明显的

提高,信噪比提高了5.80dB。此时说明在已经产生

随机共振现象的基础上输出得到了优化,微弱信号

的频谱特征得到了突出,通过参数的2次优化产生

了最优的输出信噪比。
在相同的仿真条件下,本文的方法与文献[13]

方法仿真对比结果如图9,通过观察可发现不同频

率下,建立约束条件下的优化产生的频谱峰值比文

献[13]中的峰值高,经多次仿真计算,不同频率下信

噪比平均提高3.50dB,同时低频的干扰还得到了有

效的抑制。

图8 2次优化后的输出

Fig.8 Theoutputaftertwiceoptimize

图9 2种检测方法对比

Fig.9 Comparisonoftwokindsofdetectionmethod

3.4 2步优化在检测高频信号中应用

方法用于高频信号检测中,当D=10,a=20,b
=a2/4D=10;A=0.7,f=2000Hz;输入信号加噪

声的幅度和频谱幅度仿真结果见图10,输出信号加

噪声的幅度和频谱幅度仿真结果见图11。图11中

在输出信号的频域内有多个峰值,无法得到要检测

的微弱高频信号。说明此时很多低频干扰信号经过

随机共振系统得到了放大,给准确检测微弱信号带

来了干扰。

图10 输入高频信号加噪声

Fig.10 Inputhighfrequencysignalandnoise

  为准确地检测到输入噪声中的高频微弱信号,
将在已有的约束条件下2次调节系统参数,连续调

节参数a,在频域内产生了明显的单个频谱峰值,
继续调节参数a,随着a 的变化,峰值先增加后减

小,当a=100,b=a2/4D=250,其余参数条件不变,
存在输出峰值的极值,见图12。

  在图12中,输出信号在频率为2006Hz处频

谱幅度值为241,此时相对于图11,低频的干扰分量

已经得到了有效的抑制,检测结果较明显,所检测到

的频率与实际频率的相对误差为0.3%。所以,这种

2次参数调节模型对高频微弱信号的检测也是非常
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适用的。此外,当噪声中存在多个频率的微弱信号

时,也可采用并联分频段参数调节的方式进行检测。

图11 输出信号的幅度和频谱

Fig.11 Theamplitudeandspectrumofoutputsignal

图12 检测到高频微弱信号的输出

Fig.12 Theoutputofthehighfrequencysignaldetection

4 结语

本文通过分析系统参数a,b 对产生随机共振

和输出信噪比的影响,提出了一种基于固定势垒

ΔV 为约束条件的参数调节模型。通过这种2次调

节系统参数的优化方式,解决了双稳态系统参数选

取困难问题。实验中2次优化参数的方法比只进行

1次优化的输出信噪比提高5.80dB,比文献[13]方
法平均提高3.50dB。此外,实验快速检测到了频率

为2000Hz的微弱信号,该方法对于检测高频率的

微弱信号也是有效的,对高频微弱信号检测具有一

定的推广价值。该模型能够对任意未知的微弱信号

进行快速的检测,具有广泛的适用性,可以扩展应用

到对微弱卫星信号的检测[17􀆼18],以及强噪声下信息

质量评估。
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