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Lorenz系统单一耦合同步研究

周 双, 谢绍斌
(空军工程大学信息与导航学院,西安,710077)

摘要 针对耦合同步法中如何确定耦合强度的问题,提出了Lorenz系统单一耦合同步定理。
在单向耦合同步基础上进行改进,减少状态变量耦合数目,提出了单一耦合同步方法;利用

Lyapunov稳定性理论及RouthHurwitz判据,通过判定误差系统系数矩阵的特征值符号,推导

了同步误差渐进稳定时耦合系数需满足的充分条件;仿真验证了该定理的正确性和有效性,表
明了该定理下的单一耦合同步具有良好的抗干扰能力。
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Abstract:Inordertosolvetheproblemofhowtodeterminethecouplingstrengthincouplingsynchroniza-
tionmethod,atheoremofsinglecouplingmethodbetweenLorenzsystemsisproposed.First,byreducing
thenumberofstatevariables,animprovedsynchronizationmethodnamed,i.e.singlecouplingmethod,is
proposedonthebasisoftheunidirectionalcouplingsynchronizationThen,inaccordancewithstabilitythe-
oryandRouth-Hurwitzcriterion,bydetectingthesignsofcharacteristicvaluesreducedfromtheJacobi
matrixoferrorsystem,fullconditionsarederivedforsatisfyingthecouplingcoefficientinerrorgradually
stabilizingerroratzero.Consequently,asufficientconditionofsinglecouplingsynchronizationissup-
posed.Last,thesimulationresultsverifythecorrectnessandeffectivenessofthesufficientconditions,and
theanti-interferenceperformanceisgood.
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  混沌信号的隐蔽性、不可预测性和高度复杂性

等特点使其特别适用于保密通信,混沌保密通信作

为新兴通信技术已显示强大生命力[12]。混沌保密

通信要求发送端和接收端的混沌系统同步,因此混

沌同步是混沌保密通信的关键技术和重要内容。近

年混沌同步问题引起了学者们的广泛关注,并逐渐

成为研究热点和难点[34]。耦合同步的研究起源于

非线性振荡器理论[56],它适用于无法实现子系统分

解的混沌系统,其中耦合强度的确定是否合理是决

定耦合同步的关键因素。在实际应用中,线性状态

向量的传递相对方便一些,因此线性耦合同步应用

比较普遍,1999年Kapitaniak对线性耦合情况进行



了分析,在理论上证明了混沌系统之间只有足够强

的耦合,才能实现同步[7]。
线性耦合同步可以分为双向耦合和单向耦合。

双向耦合系统不区分驱动和响应关系,2个混沌系

统互相影响;然而在大多数情况下,并不希望驱动系

统受到影响,只有响应系统中才存在耦合项,即单向

耦合。文献[8]基于对称矩阵研究了混沌系统双向

耦合同步的充分条件;文献[9]构造了指数型Lya-
punov函数,解析地证明了Chen超混沌系统线性耦

合实现同步的可靠性,进一步研究了非线性耦合对

线性耦合同步的调制作用;文献[10]以非线性振子

Chua电路为例,研究了线性耦合实现2个系统之间

的完全同步;文献[11]利用线性反馈法基于Lya-
punov稳定性理论,研究了一类混沌系统的同步的

充分条件。上述研究中驱动系统均需要发送多个变

量控制响应系统与其同步,考虑到实际通信工程中

仅发射单个变量,因此本文改进了单向耦合同步,只
对一个系统状态变量进行耦合,提出了单一耦合同

步方法,更具有研究意义。

1 单一耦合同步

本文以典型Lorenz系统为例进行研究分析,根
据文献[12]中Lorenz系统的动力学方程有:-20
≤x≤20,-30≤y≤30,0≤z≤50。

1.1 单一耦合同步基本原理

根据混沌自同步机制选择Lorenz系统分别作

为驱动系统(式(1))和响应系统(式(2)):
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式中:k1,k2,k3 为耦合系数。
在双向耦合或单向耦合问题中,关键在于耦合

强度的确定,只有适当的耦合强度混沌系统才能实

现同步并具有良好的抗干扰性。通常采用的方法

有:Lyapunov函数法、Lyapunov指数法、线性时变

系统稳定性判据等。然而,Lyapunov函数的选择和

确定一般靠经验,没有普遍适用的方法;计算误差系

统的Lyapunov指数时,针对不同的系统会存在合

理选择计算方法的问题,且计算量较大,甚至无法计

算(因为混沌系统通常是非线性、高复杂度的),经典

的线性系统理论有时不适用于混沌系统。可见,耦
合强度的确定是耦合同步法中的关键问题和重要内

容。
由于在混沌通信工程中,通常发射单一变量,因

此在单向耦合同步的基础上进行改进,选取响应系

统(式(3)),提出单一耦合同步法,更具有研究意义。
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式中:k为耦合系数,在此并不限定k>0。

1.2 Lorenz系统单一耦合同步定理

依据式(1)、(3),定义同步误差:
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式(5)的系数矩阵如式(6):
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则有如下对称矩阵式(7):
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由数学知识可知对称矩阵Bt( ) 的特征值等于

系数矩阵At( ) 的特征值实部,这里设λa 和λb 分别

为Bt( ) 的最小和最大特征值。由文献[13]可得如

下引理。

引理 设微分方程 x
·

=Ax 有解xt( ) ,则

xt( ) 满足:

‖x 0( ) ‖exp∫
t

0

λa s( ) ds{ } ≤ ‖x t( ) ‖ ≤ ‖x 0( ) ‖exp∫
t

0

λb s( ) ds{ } (8)
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若 ∀ε>0,∃λb <-ε,则对于任意给定的初

值x 0( ) ,xt( ) 按指数速率收敛到零。
若式(7)解满足式(8),则同步误差et( ) 以指

数速率收敛到零,即单一耦合的2个混沌系统达到

渐近同步。本文针对典型Lorenz系统,可进一步推

导出如下定理。
定理 如果耦合系数k满足如下条件:

r0= a+k( )b-
b2 a+c( ) 2

16b-1( )
M >0 (9)

s0= a+k( ) 1+a+k( ) +b 1+a+k( ) 1+a+k+b( ) -
b2 a+c( ) 2

16b-1( )
a+k+M( ) >0 (10)

  p= a+k( ) +1+b>0 (11)
式中:M =max1,b{ } 。则对于任意初始值,当t→
¥时,单一耦合的Lorenz系统达到渐近同步。

证明:对称矩阵式(7)Bt( ) 的特征多项式为:

  λ3+pλ2+qλ+r=0 (12)
式中:p= a+k( ) +1+b,
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式中:M=max1,b{ } 。如果r0>0,s0>0,则r>
0,s>0。如果p= a+k( ) +1+b>0,则q=s+
r/p>0。

根据RouthHurwitz判据,若满足p >0,q>
0,r>0,s>0,则特征多项式(12)的所有特征值均

为负值。此时,误差系统(5)的解满足引理,同步误

差et( ) 以 指 数 速 率 收 敛 到 零,即 单 一 耦 合 的

Lorenz系统达到渐近同步。证毕。

2 数值仿真分析

2.1 同步时间

在数值仿真中,选取时间步长为τ=0.001s,采
用四阶RungeKutta法去求解方程(1)和(3)。驱动

系统(1)和 响 应 系 统(3)的 初 始 点 分 别 选 取 为

x1 0( ) =-15,y1 0( ) =-10,z1 0( ) =50和x2 0( ) =
20,y2 0( ) =5,z2 0( ) =25,因 此,误 差 初 始 值 为

e1 0( ) =35,e2 0( ) =15,e3 0( ) =-25。根据Lorenz
系统模型参数及状态变量的取值范围,选取k=1
500即可满足上述定理。

图1是驱动系统(1)和响应系统(3)实现单一耦

合同步的误差曲线。图1(a)是系统状态变量x ,当
时间t接近1s时,误差e1t( ) 已基本稳定在零点附

近,同理,图1(b)、(c)分别是系统状态变量y,z,当
时间t接近3s时,误差e2t( ) ,e3t( ) 也已稳定在零

点附近,可见3条同步误差e1t( ) ,e2t( ) ,e3t( ) 随

时间变化的特性曲线最终均可趋于零,驱动系统(1)
和响应系统(3)实现了渐近同步。即当耦合系数满

足上述充分条件时,Lorenz混沌系统可实现同步,
且同步状态长时间稳定,验证了上述定理的正确性。
此外,同步误差e1t( ) ,e2t( ) 和e3t( ) 在稳定后可

达到数量级10-4,根据传统通信理论经验值可知,
此时接收系统可较好地追踪发送系统的状态,即当

耦合系数满足上述充分条件时,Lorenz混沌系统可

达到较高精度同步,有效准确地传输信息,验证了上

述定理的有效性。

图1 驱动系统(2)和响应系统(4)的同步误差曲线

Fig.1 Synchronizationerrorofdrivesystem(2)and
responsesystem(4)

2.2 抗干扰性能

在混沌保密通信工程中,信号在信道传输过程

中难免会受到信道畸变、外部噪声等干扰,因此需要

抗干扰性较好的同步方法。假设上述单一耦合同步

法存在扰动,通过在驱动变量中叠加高斯白噪声,分
析其抗干扰性能。

在数值仿真实验中,当加入SNR=20dB的高
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斯白噪声,驱动系统(1)和响应系统(3)的同步波形

图见图2,可见,当时间接近1s,3s,3s时,此时存

在扰动的2个Lorenz系统仍可达到近似同步,说明

本文所提出定理下的单一耦合同步具有良好的抗干

扰性,有可能应用于混沌保密通信工程中,具有一定

的理论意义和研究价值。

图2 当SNR=20dB时,驱动系统(1)和
响应系统(2)的同步波形图

Fig.2 WhenSNR=20dB,synchronizationwaveofdrive
system(1)andresponsesystem(2)

3 结语

在混沌同步中,耦合同步法收敛速度快,但是存

在如 何 适 当 确 定 耦 合 强 度 的 问 题。本 文 针 对

Lorenz系统,改进了单向耦合同步,提出单一耦合

同步方法;然后利用Lyapunov稳定性理论及Routh
Hurwitz判据,经过严格的数学理论推导,提出了

Lorenz系统单一耦合同步定理;最后通过数值仿真

验证了该定理的正确性和有效性,并分析了单一耦

合同步的抗干扰性,表明其具有良好抗干扰能力。
后续工作将围绕如何将单一耦合同步法与混沌通信

方案结合,有效实现信息传输进行研究。
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