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利用射影 Cap 构造极大纠缠的纠缠辅助量子纠错码

李瑞虎, 付 强, 郭罗斌
(空军工程大学理学院,陕西西安,71005 1)

摘要 依据经典四元线性码理论和纠缠辅助量子纠错码理论,由四元线性码的生成矩阵给出

四元线性码稳定极大纠缠的纠缠辅助量子码的几何特征。在给定几何特征基础上,由射影空间

的 Cap 理论,设法用组合数学方法和搜索算法构造出给定几何特征的 Cap,确定 Cap 码的参数。
利用所得到的参数优良的 Cap 码,结合纠缠理论,构造出一些参数优良的极大纠缠的纠缠辅助

量子码。其中,所构造的极大纠缠的纠缠辅助量子码有许多是最优码,还有一些纠缠辅助量子

码改进了前人所得到的纠缠辅助量子码的参数,这些纠缠辅助量子纠错码是无法用已有方法得

到的。这也证明了结合组合与搜索的方法来构造极大纠缠的纠缠辅助量子纠错码是有效的。
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Construction of Entanglement-assisted Quantum Codes
with Maximal Entanglement from Projective Caps

LI Rui-hu,FU Qiang,GUO Luo-bin
(Science College,Air Force Engineering University,Xi'an 7 1005 1,China)

Abstract:According to the entanglement-assisted quantum error-correcting code (EAQECC)theory,a ge-
ometry character of a quaternary linear code stabilized a maximal entanglement EAQECC is presented.On
the basis of this character and the theory of Cap in proj ective space,methods for constructing such Caps by
combinational mathematics and search algorithm are designed,and good codes from such Caps are deter-
mined.Many maximal entanglement EAQECCs are constructed from these obtained Cap codes.Almost all
the maximal entanglement EAQECCs constructed here are optimal or near optimal EAQECCs,and some
of them are the improved parameters of EAQECCs previously known;and some of them are new ones,but
are very difficult to be obtained by using the known methods.
Key words:EAQECC;maximal entanglement;proj ective space;Cap;optimal code

  自从 Shor 和 Steane 于 1 9 9 5~ 1 9 9 6 年创立量

子纠错码理论以来[1-2],量子纠错码得到快速发展。
量子纠错码的稳定子理论使得人们可以用满足对偶

包含关系(或自正交)的经典码构造量子码,所得到

的量子码叫做标准量子纠错码[3]。当经典码不满足

对偶包含关系时,则不能用于构造标准量子码,这就



限制了经典纠错码在量子编码领域的应用。2006
年 Brun 等人利用通信双方共享的纠缠比特对作为

辅助 资 源,创 立 纠 缠 辅 助 量 子 纠 错 码(简 记 为

EAQECC)理论[4-6],相应的纠缠辅助稳定子称为

EA-稳定子;在此理论框架之下,标准量子码是纠

缠辅 助 量 子 码 的 特 例———纠 缠 比 特 数 为 零 的

EAQECC。EAQECC 可由任意经典线性码构造出

来,这极大地方便了人们将经典码转化为量子码。
近年来的研究表明,纠缠能够改进量子码的码率和

纠错能力,极大纠缠 EAQECC 能够达到量子信道

容量[7 ]。

Cap 是射影几何的重要研究对象,与编码以及

组合数学有密切联系,射影空间的 1 个 Cap 可以确

定 2 个经典码[8]。近年来,人们发现可以用射影空

间的特殊 Cap 构造性能优越的标准量子码[8 ]。受

文献[6~8]的启发,本文研究能够用于构造极大纠

缠 EAQECC 的射影 Cap 的特征,设法构造出相应

的射影 Cap 和极大纠缠 EAQECC。

1 预备知识

本节介绍本文需要的基本概念,确定能够稳定

极大 EAQECC 的经典四元码的几何特征,为构造

极大纠缠 EAQECC 做好准备。
设 F 4 ={0,1,ω,ω}为四元域,ω2 =ω,任意 x

∈ F 4 的共轭元 x
-

=x 2。为了方便,用 2 和 3 表示ω
和ω。用 nF 4 表示 F 4 上 n 维向量空间。F n4 的 k 维

子空间C 叫F 4 上 k 维线性码,记为C=[n,k]4。若

x,y ∈ F 4,则 x,y 的 Hermite 内积定义为:

(x,y)h =x 1 y
-

1 +x 2 y
-

2 +...+x ny
-

n =∑
i =n

i= 1
x iy

-

i

码 C 的对偶码C ⊥h ={x|(x,y)h =0,∀y ∈ C}。
记 F 4 上 k - 1 维射影空间为 PG(k - 1,4),每

个 k 维非零列向量叫做射影点,2 个平行的 k 维非

零列向量对应同一个射影点。
定义 1.1[8-9]PG(k - 1,4)的 n 个点的点集 K 叫

一个 n-Cap,指 K 中任意 3 个点都线性无关。由 n-
Cap K 的点排列起来构成的 k ×n 矩阵记为 G(K),
G(K)生成的码 C(K)叫做 Cap 码,以G(K)为校验

矩阵的码 C ⊥h (K)= [n,n -k,4]4 码。

201 3 年 Brun,Lai 与 Wilde 研 究 了 最 优

EAQECC 及最优极大纠缠 EAQECC 的距离问题。
一个 EAQECC [[n,k,d;c]]叫做最优是指给定 n,
k,c 时 d 取得最大值;如果 k +c =n ,则 [[n,k,d;

c]]的 EAQECC 叫做极大纠缠 EAQECC。

Brun 等 人[7 ]首 先 研 究 特 殊 最 优 极 大 纠 缠

EAQECC 问题,证明以下结论:n 为奇数时,存在

[[n,1,n;n - 1]]最优最大纠缠 EAQECC,其对偶

码为 [[n,n - 1,2;1]]最大纠缠 EAQECC;n 为偶

数 时,不 存 在 [[n,1,n;n - 1]] 极 大 纠 缠

EAQECC,最优极大纠缠 EAQECC 为 [[n,1,n;n
- 1]],其 对 偶 码 为 [[n,n - 1,1;1]]极 大 纠 缠

EAQECC。他们确定了 n ≤ 15 时最优极大纠缠

EAQECC 的距离和可能的界。
引理 1[10 ]:若 C =[n,k,d]4 的校验矩阵为H ,

H + 是 H 的共轭转置,则由 C ⊥h 稳定的 EAQECC
为 [[n,2m +c -n,d;c]]。

为了用 Cap 构造极大纠缠 EAQECC,首先确定

四元码稳定极大纠缠 EAQECC 的几何特征。
定理 1 若 C =[n,k,d]4 的生成矩阵为 G ,

G+ 是 G 的 共 轭 转 置,则 以 C 稳 定 最 大 纠 缠

EAQECC 的充要条件 GG+ 是四元满秩矩阵。
证明:1)设 GG+ 是四元满秩矩阵,则由 C 稳定

的 EAQECC 的参数为[[n,2(n -m)-n+m,d ⊥;

m]]= [[n,n - m,d ⊥;m]],为 极 大 纠 缠

EAQECC,该 EAQECC 的对 偶 码 [[n,m,d;n -
m]]即为 C ⊥h 稳定的 EAQECC,[[n,m,d;n -
m]]也是极大纠缠的,故充分性成立。

2)设 GG+ 的秩为 r ,则由 C 稳定的 EAQECC
的参数为 [[n,2(n-m)-n+r,d ⊥;r]]=[[n,n-
2m +r,d ⊥;r]],由 C ⊥h 稳定的 EAQECC [[n,r,

d;n - 2m +r]]。使这 2 个 EAQECC 为极大纠缠

的必有 n -2m+2r =n ,则m=r ,从而可以证明必

要性。

2  基 于 射 影 Cap 的 极 大 纠 缠 的

EAQECC

2.1  基 于 PG (3,4)中 Cap 的 极 大 纠 缠 的

EAQECC 构造

由(1332 103 30 1 23 3 1 000000)循环生成的 4×1 7
矩阵 G 4×1 7构成 1 7-Cap,这是 PG (3,4)中最大

Cap。该 Cap 生成的码为自正交码,可用于构造标

准 量 子 码,但 是 不 能 用 来 构 造 极 大 纠 缠 的

EAQECC。删截 G 1 7 可得到 1 3-Cap,12-Cap,1 1-
Cap,10-Cap,…,7-Cap,这些 Cap 能用来构造极大

纠缠的 EAQECC。这些 n-Cap 对应的码的距离 d
=n -5。除 1 3-Cap,12-Cap,1 1-Cap 的码为最优码

外,其余 Cap 码为拟最优码。删截G 1 7的第 1,2,3,4
列得到 1 3-Cap,删截第 1,2,3,4,5 列得到 1 2-Cap,
删截第 1,2,3,4,5,6 列得到 1 1-Cap。
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利用随机搜索算法得到 1 0-Cap,其最优码为:

G 1 0=

001 10 1 1 1 1 1
0 1 0202 1 1 3 3
1 223 1 1 3 1 1 3
0000 1 1 1 223

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

删截 G 1 0的第 1 列得到 9-Cap,删截第 1,4 列得

到 8-Cap,删截第 1,4,7 列得到 7-Cap,删截第 1,2,

3,4 列得到 6-Cap;这些 n-Cap 满足定理 1 且对应

码的距离 d =n -4。
总结以上 n -Cap 的讨论,可得到如下极大纠

缠的 EAQECC:
定理 2 若 6≤n≤13,则有[[n,n -4,4;4]]

极大纠缠的 EAQECC,[[n,4,n - 4;n - 4]](6 ≤
n ≤ 10)以及 [[n,4,n - 5;n - 4]](1 1 ≤ n ≤13)
极大纠缠的 EAQECC。

2.2  基 于 PG (4,4)中 Cap 的 极 大 纠 缠 的

EAQECC 构造

Bierbraue 和 Edel[8]证明了在 PG (4,4)里,最

大的完备 Cap 是 41-Cap,存在 2 个不等价的 41-
Cap,其中一个 Cap 的码是自正交码,另一个不是,
却不满足定理 1 的条件。删截自正交 41-Cap,得到

Cap 码的参数都不好。不自正交的 41-Cap 矩阵

G 4 1满足 G 4 1G 4 1
+的秩为 1,G 4 1如下:

100002 1 30 1 0223 3 3 3 1 22 1 03 1 0323032 1 02 1 023032
0 1 000 1 32 1 0 1 0 1 322 1 3220 1 0 1 2 1 3 3202230 1 1 0 1 303
00 1 00303223220 1 23 32 1 3 30 1 0 1 023 302 1 1 2 1 020 1 2
000 1 0032 1 1 1 1 03 3 3 1 223 1 0 1 030223 1 3 32 1 00 1 02 1 2
0000 1 1 303 3 1 1 3203223 1 02 1 0 1 3 303 3203 32 1 20 1 02

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

删截 G 4 1得到满足定理 1 的 n-Cap (14≤ n ≤
37),这里省略删截过程,仅列出相应 n-Cap 码[n,

5,d ]的码长和距离,见表 1,表中 d 为黑体的可以

得到改进。
表 1 由 G 4 1删截得到的 Cap 码参数(秩(GG +)=5)

Tab.1 Cap code parameter of G 4 1((GG +)=5)

n d n d n d

1 4 7 22 1 3 30 1 9

1 5 7 23 1 4 3 1 1 9

1 6 8 24 14 32 20

1 7 9 2 5 1 5 3 3 2 1

1 8 9 2 6 15 34 22

1 9 10 2 7 16 3 5 2 3

20 1 1 28 1 7 3 6 2 3

2 1 1 2 2 9 1 8 3 7 24

  利用搜索算法,本文得到如下满足定理 1 的 n-
Cap(n=20,26,27)。

G 20=

1002 1 30223 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1
000 1 32 1 0 1 2 1 1 0 1 1 1 2 1 00
0 1 0303222 1 1 3 1 0 1 23002
000032 1 1 03 1 0 1 2020323
00 1 1 303 1 3022020022 1 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
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G 2 6=

100002 1 30 1 0223 3 1 00 1 1 1 1 1 1 1 0
0 1 000 1 32 1 0 1 0 1 320 1 1 1 1 03 3 1 1 1
00 1 00303223220 1 22 1 023 30 1 1 3
000 1 0032 1 1 1 1 03 323030 1 2 1 1 03
0000 1 1 303 3 1 1 320 1 03 1 202 1 2 1 2

æ

è

ç
ç
ç
ç
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ç
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ø

÷
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G 2 7=

10000 10223 3 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 002 1 3
0 1 00 1 0 1 0 1 32 1 20 1 322 1 1 1 0 1 0 1 32
00 1 0223220 1 32200 1 0 1 32300303
000 1 1 1 1 1 03 3 1 3 322 1 3222 1 30032
00003 3 1 1 32000222 1 2 1 30 1 1 1 1 30

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

这 3 个 Cap 码的参数分别为[20,5,12],[26,

5,1 6],[27,5,17]。删截G 2 6可得到满足定理 1 的 n
-Cap (n=15,1 6,18,1 9),其中删截 G 2 6 的第 1 7,21-
26 列得到 1 9-Cap,删截 G 2 6第 1 7,20-26 列得到 1 8-
Cap,删截 G 2 6 第 1 1,1 3-1 5,1 7,18,21,22,24,25 列

可得到 1 6-Cap,删截 G 2 6 第 1 3-1 5,1 7,1 9~22,24~
26 列得到 1 5-Cap。这些 n-Cap 码的参数分别为

[19,5,1 1],[18,5,10],[16,5,9],[15,5,8]。
总结以上关于 PG(4,4)中 n-Cap 的讨论,可得

到如下极大纠缠的 EAQECC。
定理 3 1)若 1 4≤n≤37,则有[[n,n-5,4;

5]]极大纠缠的 EAQECC。

2)存 在 如 下 参 数 的 极 大 纠 缠 的 EAQECCs
[[n,5,n-7;n-5]](14≤n≤16),[[n,5,n-8;n
-5]](17≤n≤19),[[n,5,n-9;n-5]](20≤n
≤23),[[n,5,n-10;n-5]](24≤n≤27),[[n,5,

n-11;n-5]](28≤n≤30),[[n,5,n-12;n-5]]
(31≤n≤35 )以及 [[n,5,n-13;n-5]](36≤n≤
37)极大纠缠的 EAQECCs。

利用纠缠辅助量子 Hamming 界和文献[7],可
判断以上极大纠缠的 EAQECC 的最优性。

推论:1)若 6≤n≤13,则极大纠缠的 EAQECC
[[n,n-4,4;4]]为最优码;若 1 4≤n≤37,则其构造

的极大纠缠 EAQECC [[n,n-5,4;5]]为最优码。

2)若 6 ≤n ≤1 0,则极大纠缠的 EAQECC[[n,4,

n-4;n-4]]为最优码;若 1 1≤n≤13,则极大纠缠

的 EAQECC [[n,4,n-5;n-4]]为最优码。

3)设 n=15,1 6,18,1 9,20,26,27,则定理 3(2)
给出的极大纠缠的 EAQECC [[n,5,d;n-5]]为最

优码。若 1 4≤n≤37 且 n≤15,1 6,18,1 9,20,24,

26,27,则定理 3 (2)给出的极大纠缠的 EAQECC
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[[n,5,d;n-5]]为拟最优码。
证明:1)由文献[7]的表 1 可知:当 6 ≤n≤13

时,极大纠缠的 EAQECC[[n,n-4,4;4]]为最优

码;14≤n≤15 时,极大纠缠的 EAQECC[[n,n-5,

4;5]]为最优码。易验证 1 6≤n≤37 时,有 1+3n+
9n(n-1)>2n+5-(n-5)成立,由纠缠辅助量子 Ham-
ming 界 可 推 出[[n,n - 5,5;5]]极 大 纠 缠 的

EAQECC 不存在,所以当 1 6≤n≤37 时,极大纠缠

的 EAQECC [[n,n-5,4;5]]为最优码。从而推论

1)得证。

2)由文献[7]的表 1 可知,推论 2)中所有极大

纠缠的 EAQECC 的距离都达到最优码距离的上

界,故为最优码。

3)14≤n≤37 且 n≠24,对定理 3 中 2)给出的

极大纠缠的 EAQECC [[n,5,d;n-5]],利用纠缠

辅助量子 Hamming 界,可逐一验证[[n,5,d+2;n
-5]]极大纠缠的 EAQECC 不存在,故相应的极大

纠缠的 EAQECC [[n,5,d;n-5]]至少是拟最优

码。然后再验证 n=15,1 6,18,1 9,20,26,27 时,极
大纠缠的[[n,5,d + 1;n -5]]EAQECC 也不存

在,从而证得 n=15,1 6,18,1 9,20,26,27 时的极大

纠缠的 EAQECC 为最优码。

3 讨论和结论

本文利用射影空间 PG(3,4)和 PG(4,4)里的

特殊 Cap,构造了一些码长为 6≤n≤37 的极大纠缠

的 EAQECCs;除[[24,5,14;1 9]]外,其余极大纠缠

的 EAQECCs 都是拟最优码或最优码。其中极大

纠缠的 EAQECC[[12,4,7;8]],[[13,4,8;9]],
[[14,5,7;9]]分别改进了文献[7]得到的[[12,4,

6;8]],[[13,4,7;9]],[[14,5,6;9]];码长 1 6≤n
≤ 37 的 极 大 纠 缠 的 EAQECC, 则 是 新 的

EAQECC,是用文献[5]中优化算法难以构造的。
本文构造的极大纠缠的 EAQECC[[n,4,d;n-4]]
的码长 n ≤1 3,[[n,5,d;n-5]]的码长 n≤37,至于

构造码长更大的[[n,4,d;n-4]]和[[n,5,d;n-
5]]极大纠缠的 EAQECCs,还需要探索新的方法。
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