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基于位置参数二分法控制的信号稀疏分解

李炳杰 , 马青海 , 闫  龙
(空军工程大学理学院 ,陕西西安 ,710051)

摘要  研究基于匹配追踪方法实现的信号稀疏分解算法 。通过对信号稀疏分解中使用的过完

备原子库的结构特性分析 ,找到中心位置 ,构造时频原子库 ,利用二分法控制中心位置参数 ,将

信号快速稀疏分解 ,应用于基于中心位置参数的改进贪婪匹配追踪算法 。该算法与匹配追踪相

比 ,计算速度大约提高了 36倍 ,降低了计算复杂度 ,提高了稀疏分解的精度 。通过对仿真数据

的处理验证了所提方法的可行性和有效性 。
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Dichotomy Control of Positional parameter Based Signal Sparse Decomposition

LI Bing-jie ,MA Qing-hai ,YAN Long
(Science College ,Air Force Engineering University ,Xi′an ,710051 ,China)

Abstract :After the study of Matching Pursuit (MP) based signal sparse decomposition ,analysis of struc-
tural property of the over-complete atom dictionary used in signal sparse decomposition is made ,this paper
creates frequency atom dictionary af ter seeking out centric position ,dichotomy control of positional param-
eter based signal sparse decomposition algorithm is presented ,applying to improved MP algorithm based
on centric position parameter .The calculating speed of the algorithm in this paper increase by about 36
times compared with MP algorithm .This algorithm can reduce the computation complexity and improve
the precision of sparse decomposition .Finally the simulation data processing verified that the proposed al-
gorithm is effective and corrective .
Key words :compressed sensing ;sparse decomposition ;redundant dictionary ;MP algorithm ;dichotomy
  信号在冗余字典下稀疏表示的研究集中在 2个
方面[1]

:① 如何构造一个适合某一类信号的冗余字
典 ;② 如何设计快速有效的稀疏分解算法 。目前较
流行的信号稀疏表示方法多数基于稀疏变换[2]

,例
如 :多尺度几何分析 、

[3-5]基于快速傅里叶变换的匹
配追踪的快速算法[6]

、基追踪算法[7]
、贪婪匹配追踪

算法[8]
、正交匹配追踪算法[9]

、分段正交匹配追
踪[10-11]算法等 。本文受文献[6]的启发 ,基于新的稀
疏分解思想 ,提出基于中心位置参数的改进贪婪匹
配追踪算法 。

1  信号的稀疏表示

信号可以通过加入冗余来实现稀疏化 ,因而出
现一种被称为过完备原子库的冗余系统 。设过完备
字典库(Over Complete Dictionary ,OCD)D= {dγ ,γ

∈ Γ}是希尔伯特空间 RN 上的一个集合 ,f ∈ RN 是
原始信号 ,如何从 D中找到一组原子 D *

= dm ,m =

1 ,2 ,… ,K ,使原始信号 f ∈ RN 用其线性表示 ,即信



号稀疏表示问题 。 为使 f ∈ RN 的逼近达到最佳效
果 ,稀疏分解算法需要在过完备字典库中选择最优
的原子 D*

。

设 Γ = {1 ,2 , … ,M} ,M > N > K ,选择最优原
子的问题可归结为 :

  min ‖ < f ,d> ‖ 0 ,s .t . f = ∑
M

i = 1
< f ,di>di (1)

由于 0范数的非凸性及其它特点 ,上述问题的
求解非常困难 。此外 ,从一个冗余字典中寻找信号
的稀疏扩展是一个 NP 难题 ,为了解决这个难题 ,

Donoho等人提出将 0 范数下的优化问题扩展为具
有凸优化性质的 1范数优化问题[6]

:

  min ‖ < f ,d> ‖ 1 ,s .t . f = ∑
M

i = 1
< f ,di>di (2)

基于式(2) ,E Candes提出了基追踪算法[11]
,求

出的解是全局最优的 ,稀疏性 、稳定性好 ,但计算复
杂度仍然非常高 。 Mallat[7]提出的贪婪匹配追踪算
法降低了计算复杂度 。在数字信号处理中 ,只要算
法中迭代次数远远小于信号长度 ,则稀疏分解是成
功的 ,但某一步选择错误需要多步进行修正 。

2  稀疏分解新方法

字典(时频原子库)的构造无疑是至关重要的 ,

一般采用一个经伸缩 、位移 、频率调制的 Gauss 函
数组成原子集合(Gabor 字典) ,一个 Gabor 原子用
一个经过调制的高斯窗函数表示 :

dγ (t)= 1

s g t - u
s cos(v t+ w) (3)

式中 :g(t) = e - π t2为高斯窗函数 ;γ= (s ,u ,v ,w)为
时频参数 ,s为伸缩因子(尺度因子) ,u为平移因子
(位移因子) 。

理论上 Gabor字典是无穷的 ,必须对字典离散
化处理 。然而 ,构造出的字典的原子个数数目相当
大 ,一般的计算机内存无法存储处理这样一个庞大
的字典 。为了减少计算量 ,有必要对过完备原子库
进行精简或按照信号的特征来构造过完备原子库 。

本文受文献[6]的启发 ,提出一种基于参数 u的改进
贪婪匹配追踪算法 ,降低计算复杂度 。

以 N = 256的情形为例 ,Gabor原子可表示为 :

 dγ (t)= 1

2
j exp -

π(t - p 2
j - 1

)
2

2
2 j cos k2 j

π t+ iπ
6

(4)

式中 :j = 1 ,2 , … ,8 ;i = 1 ,2 , … ,12 。

原子的总数为 M = 119 756 个 ,但大多数原子
是无用的 。令字典集合为 :

 dγ (t)= 1

2
j exp -

π(t - u)2
2
2 j cos k2 j

π t + iπ
6

(5)

式中 :u ∈ {0 ,1 , … ,N} ;1 ≤ j ≤ log2 N ;0 ≤ k ≤ 2 j + 1
;

0 ≤ i ≤ 12 。

基于二分法的思想 ,先分别固定 u = N
4
和 u =

3N
4

(在 N = 256的情形下 ,固定 u= 64 和 u = 192) ,

参数 s 、v和 w 取遍所有的值 ,缩小字典集合 D1 和
D2 ,分别在缩小字典集合上求解优化问题 max |<

f ,dγ > | ,dγ ∈ Dq ,q = 1 ,2 。寻找向量 dγ
0
,比较分

别得到的最优值 ,若固定 u = N
4
情形下求解优化问

题得到的最优值大于固定 u = 3N
4
情形下的最优值 ,

则原子的中心位置应落在 u ∈ 0 ,
N
2
上 ,反之 ,应

落在 u∈ N
2

,N 上 。在选定的原子中心位置的区

间 u ∈ 0 ,
N
2
或 u ∈ N

2
,N 上分别固定 u = 1

2
×

N
4
和 u = 1

2
×
3N
4
或固定 u = 1

2
×
5N
4
和 u = 1

2
×

7N
4

,更新缩小字典集合 D1 和 D2 ,重复上述步骤 。

依次类推 ,通过二分法 ,经过 2(log2 N - 1)次(N =

256的情形下是 14次)求解优化问题 max |< f ,dγ

> |可得到原始信号 f的第一次投影 ,得到向量 dγ
0
,

实现 f = < f ,dγ0 >dγ0 + r(0)f 。

基于二分法确定中心位置 u的贪婪匹配追踪算
法的基本思想是 :得到 f = < f ,dγ0 > dγ0 + r(0)f ,寻找到
向量 dγ

0
后 ,需对投影余项 r(0)f 做进一步分解 ,对余

项 r(0)f 的分解过程中 ,仍然需考虑原子的中心位置 ,

仍需利用二分法得到分解 r(0)f = < r(0)f ,dγ
1
>dγ

1
+ r(1)f ,

寻找到向量 dγ
1
∈ D/dγ

0
,算法与原始信号 f 的分解

类似 ,由此可得到基于参数 u的改进贪婪匹配追踪
算法 。以信号采样维数 N = 2

n
(例如 N = 256 ,512 ,

1 024等)为例 ,可得算法如下 :

步骤 1  输入离散化时频参数构造的 Gabor字
典 结 构 : dγ ( t , j , k , i , u ) =

1

2
j exp ·

-
π(t - u)2

2
2 j cos k2 j

π t+ iπ
6

,输入离散原始信号

f ,令 r( - 1)
f = f ,q := - 1 ;

  步骤2  令 i := 1 ,j := 1 ,k := 0 ;令 u(1)1 = 0 ,

u(1)2 = N , l := 1 ;g0 := 0 ,h0 := 0 ;集合 γ0 :=  ,

η0 :=  ;

步骤 3  令 v1 = u( l)2 - u( l)1

4
,计算内积得 g1 = |<

r(q)f ,dγ (t ,j ,k ,i ,v1 ) > | ,记集合 γ1 = {( j ,k ,i ,v1 )} ,

若 g1 ≥ g0 ,则 γ := γ1 ,γ0 := γ1 ,g0 := g1 ;否则 ,γ :=

γ0 ;

步骤 4  令 v2 = 3(u( l)2 - u( l)1 � /4 ,计算内积得

h1 = |< r(q)f ,dγ (t ,j ,k ,i , v2 ) > | ,记集合 η1 = {( j ,
k ,i ,v2 )} ,若 h1 ≥ h0 ,则 η := η1 ,η0 := η1 ,h0 := h1 ;否
则 ,η := η0 ;

步骤 5  如果 k < 2
j + 1

,则 k := k + 1 ,转步骤 3 ;
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否则 ,转步骤 6 ;

步骤 6  如果 j < log2 N ,j := j + 1 ,转步骤 3 ;否
则 ,转步骤 7 ;

步骤 7  如果 i< 12 ,i := i + 1 ,转步骤 3 ;否则 ,

转步骤 8 ;

步骤 8  如果 l< 2(log2 N - 1) ,则 l := l + 1 ,转
步骤 9 ;否则 ,转步骤 10 ;

步骤 9  如果 g0 ≥ h0 ,令 u( l)2 =
u( l - 1)2

2
,转步骤 3 ;

否则 ,u( l)1 := 2u( l - 1)1 ,转步骤 3 ;

步骤 10  如果 g0 ≥ h0 ,则 γq + 1 := γ ;否则 ,γq + 1 :

= η ;

步骤 11  令 :rf = r(q)f - < r(q)f ,dγq+ 1
(t ,j ,k ,i ,

u) > dγq+ 1
( t ,j ,k ,i ,u) ,如果 ‖ r f ‖ < ε ,则 :f =

∑
q

m = - 1
< r(m)f ,dγm + 1

(t ,j ,k ,i ,u) > dγm+ 1
(t ,j ,k ,i ,u) ;

否则 ,Gabor字典中清除 dγq+ 1 (t ,j ,k ,i ,u) ,令 q :=
q+ 1 ,r(q)f := r f ,转步骤 2 。

3  数值算例

实验中利用 Matlab进行仿真实验 ,采用长度为
256取值范围为[0 ,255]的随机信号进行改进后的
匹配追踪算法的稀疏分解 。其中原始信号见图 1 ,

分解后的稀疏信号见图 2 。

图 1  长度为 256的原始非稀疏信号

Fig. 1  Original non-sparse signals w hose leng th is 256

图 2  改进后的贪婪匹配算法得到的稀疏信号

Fig. 2  Sparse signals obtained by modified MP algorithm
  从实验仿真结果看出 ,通过此方法信号稀疏分
解效果非常明显 ,而且在极短的时间内完成 ,能高效
地达到预想的稀疏分解效果 。

4  结语

本文提出基于位置参数二分法控制的信号稀疏
分解新算法 ,该算法不但提高了信号稀疏分解的速
度 ,而且同时提高了信号稀疏分解的效果 。该方法
简单易做 ,不仅可以运用于贪婪匹配算法 ,而且也容
易推广到基追踪算法 、正交匹配追踪算法 、分断正交
匹配追踪等算法中 。
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