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自适应交叉近似算法在矩量法中的应用
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摘要  矩量法(Method of Moment ,MoM )计算电大目标辐射与散射问题时消耗计算机资源巨

大 。采用自适应交叉近似算法(Adaptive Cross Approximation Algorithm ,ACA)降低了 MoM
计算电大问题时的内存需求与计算复杂度 ,借助 NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines ,
NURBS)建模方法设计了形状规则且边界清晰的 ACA 三维分组方法 ,从而实现了基于矩量法

的 ACA算法 。通过算例证明该方法在不损失 MOM 的计算精度的前提下有效地降低了存储空
间和计算量 ,并通过与商业软件计算结果对比 ,验证了算法准确有效 。
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The Application of Adaptive Cross Approximation Algorithm for Method of Moment
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Abstract :Method of moment (MoM ) expends large computer resource when calculating radiation and scat-
tering problem of large target .The adaptive cross approximation (ACA) algorithm is applied to compress
the distant field rank-deficient sub-matrices of the impedance matrix through linear algebra manipulations ,
which reduces memory needs and calculation complexity in MoM when computing electrically large prob-
lem .The RWG (Rao-Wilton-Glisson) triangle spaces are grouped according to the Non-Uniform Rational
B-Splines (NURBS) spaces by means of NURBS modeling method .The grouping method is designed to
realize the ACA algorithm based on MOM ,which could make the subgroups more regular and clearer on
the boundary line .Numerical examples are performed ,the results show that this method can be the same
with MoM in computation precision ,and simultaneously the memory and compute time are reduced by this
method .RCS (Radar Cross Section) of electrically large metal missile calculated by using this method is in
good agreement with the result calculated by the commercial sof tware ,which show s that the algorithm is
accurate and effective .
Key words :adaptive cross approximation algorithm ;method of moment ;NURBS modeling

  矩量法(Method of Moment ,MoM )是一种数 值模拟分析任意形状天线和散射体问题的十分有效



的方法 。它作为一种严格的数值方法 ,具有计算精

度高的优点 ,但同时存在计算复杂度高和内存需求

大的问题 。自 20世纪 90年代以来 ,针对传统 MoM
存在的缺点 ,出现了多种快速计算方法 ,包括快速多

极子(Fast Multipole Mothed ,FMM )
[1]

、多层快速

多极子 (Multilevel Fast Multipole Algorithm ,

MLFMA)[2] 、自适应积分方法 (Adaptive Integral
Method ,AIM )

[3]
、快速傅里叶变换法(Fast Fourier

T ransform ,FFT )[4]等 ,大大减少了存储空间和计

算成本 ,使 MoM 成为求解目标电磁特性的主要方
法 。 FMM 及 MLFMA 可以将存储量由 O(N2

)降

到 O ( N1. 5
) ,计算量由直接解的 O ( N3

)降到

O(Nlog N) ,但它依赖于加法定理对格林函数的展

开 ,因此其公式的推导 、执行及运算往往需要预先已

知格林函数 。 AIM 、FFT 可以在傅里叶空间完成矩
量法求解中的矩阵向量乘 ,从而避免将阻抗矩阵元

素直接存储 ,所需内存可降为 O(N) ,计算复杂度降

低为 O(kNlog N) ,但它更适用于体积分方程 ,表面

积分方程效果稍差 。

自适应交叉近似算法(Adaptive Cross Approx-
imation Algorithm ,ACA)由 Bebendorf 在 2000年

提出[5]
,它用纯数学方法来分析方程矩阵 ,通过矩阵

压缩可将存储量和计算量降为 O(Nlog N) 。 2005

年 K .Zhao 将 ACA 算法引入矩量法 ,用于分析电

磁辐射与散射[6]
。它是利用远场组所形成的阻抗矩

阵具有低秩特性 ,对其进行分解 ,用一对具有低秩特

性的矩阵块来代表矩量法中的远场相互作用 ,从而

有效地对矩阵块进行压缩 。 2011 年 ,Tamayo 更将
ACA 拓展到 MLACA (Multilevel Adaptive Cross
Approximation ,MLACA)的概念[7]

。 ACA 的优点
在于它的是一种纯数学方法 ,通过对阻抗矩阵进行

线性代数操作来提高计算速度 ,不依赖于格林函数

展开及积分方程 、基函数 ,更加容易应用到矩量法计

算中 。

1  自适应交叉近似算法

ACA 的数学原理是利用线性相关性来对低秩
矩阵进行压缩 。

1.1  MOM 矩阵的低秩特性
矩量法是通过基函数和权函数表达场点与源点

间的相互作用组成阻抗矩阵 ,阻抗矩阵中对角线上

的元素表示自阻抗 ,非对角线元素表示互阻抗[8]
。

当场点源点距离越近 ,根据格林函数表示式 ,其相互

作用所对应的元素值就相对越大 ;而当 2 点距离越

远 ,其对应元素值就越小 。 换言之 ,当经过分组 ,2

个远场组间的相互作用元素的子矩阵块所包涵的信

息要少于近场组的子矩阵块 ,则前者是低秩的 ,它能

够通过数个简化的行和列向量来精确表示 ,可以运

用 ACA算法进行有效压缩 。

1.2  ACA 算法概述
Zm × n代表矩量法中 2个远场组的互阻抗 ,ACA

算法即采用 2 个满秩矩阵乘积的形式构造  Zm × n来

近似表达 Zm × n
,即 :

Zm × n
≈  Zm × n

= Um × rVr × n
= ∑

r

i = 1
um × 1
i v1 × n

i (1)

式中 :r为矩阵 Zm × n的有效秩 ;Um × r和 V r × n为 2个满

秩矩阵 。秩 r的选取由下式得到[9]
:

‖ Rm × n
‖ = ‖ Zm × n

-  Zm × n
‖ ≤ ε‖ Zm × n

‖ (2)

式中 :ε为误差迭代门限 ;R为误差矩阵 ;‖ · ‖是矩

阵的 Frobenus范数 。

当 Zm × n用 Um × r和 Vr × n
2个矩阵表示时 ,存储量

由 m × n变为 r × (m + n) 。若 r × (m + n) < m × n
(通常 r < min(m ,n)) ,则 ACA 算法只需保存 Um × r

和 Vr × n这 2个规模较小的矩阵 ,从而实现了矩阵的

压缩 。

ACA 算法的实现流程可分为初始化部分和第
k次迭代[6]

。

1.2.1  初始化部分

1)初始化行的标号 I1 = 1 ,初始化  Z= 0 ;

2)初始化误差矩阵的 I1 行 :R(I1 ,∶ )=

Z(I1 ,∶ ) ;

3)寻找第 1 列的标号 J1 使得 :|R( I1 ,J1 ) | =
max j |R( I1 ,j)| ;

4)v1 = R( I1 ,∶ )/R(I1 ,J1 ) ;

5)初始化误差矩阵的第 1列 R( ∶ ,J1 ) =
Z( ∶ ,J1 ) ;

6)u1 = R( ∶ ,J1 ) ;

7) ‖  Z(1)
‖

2
= ‖  Z(0)

‖
2
+ ‖ u1 ‖ 2

‖ v1 ‖ 2
;

8)寻找第 2行的标号 I2 :|R(I2 ,J1 )|=
max i |R(i ,J1 )| ,i ≠ I1
1.2.2  第 k次迭代

1)更新误差矩阵的 Ik 行 :|R(Ik ,∶ )|=

Z(Ik ,∶ ) - ∑
k - 1

l = 1
(ul )Ik v l ;

2)寻找第 k个列的标号 Jk 使得 :|R(Ik ,Jk )|=

max j |R( Ik ,j)| ,j ≠ J1 ,J2 ,… ,Jk ;

3)vk = R( Ik ,∶ )/R(Ik ,Jk ) ;

4)更新误差矩阵的 Jk 列 :|R( ∶ ,Jk )|=

Z( ∶ ,Jk ) - ∑
k - 1

l = 1
(vl )Jk ul ;

5)uk = R( ∶ ,Jk ) ;

  6) ‖  Z(k)
‖

2
= ‖  Z(k - 1)

‖
2
+ 2 ∑

k - 1

j = 1
|uTj uk ||vTj vk |+
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‖ uk ‖
2
‖ vk ‖ 2

;

7)如果 ‖ uk ‖ ‖ vk ‖ ≤ ε‖  Z(k)
‖ 则迭代终止 ;

否则继续下一步 ;

8)寻找下一行的标号 Ik + 1 :|R( Ik + 1 ,Jk ) | =

max i |R(i ,Jk )| ,i ≠ I1 ,I2 ,… ,Ik 。
其中 7)的终止条件是根据秩 r的选取条件由

‖ Rm × n
‖ = ‖ Zm × n

-  Zm × n
‖ ≈ ‖ uk ‖ ‖ vk ‖所得 。

2  ACA 分组方法
ACA 算法是将矩阵分块进行压缩 ,MoM 阻抗

矩阵分块子矩阵低秩特性的必要条件是子矩阵块互

作用的源点和场点距离较远 。因此基函数的分组至

关重要 ,需要通过对计算模型进行区域分组 ,使同一

个区域的基函数对应到阻抗矩阵的同一个分组中 。

文献[10]中设计了一种“铺砖”的分组方法 ,以一个

点为原点 ,将某个半径内的三角形面片都归为一组 。

但采用此方法可能造成每个组的形状和大小相差很

大 ,不利于开展并行计算 ;并且 RWG (Rao-Wilton-
Glisson)方法的基函数是三角形面片对 ,若只考虑

单个面片 ,在分组的边界上很容易出现错误 。

本文设计了一种“NURBS 分组”方法 。非均匀

有理 B 样条 (Non-Uniform Rational B-Splines ,
NURBS)是一种常见的建模方法 ,由于它是曲面建

模 ,使它的面片可以很大 ,一个 NURBS面片可能需
要成百上千个三角形面片才能精确表示 。因此 ,根

据 NURBS面片进行分组 ,以 NURBS 面片数作为
分组数 ,不仅可以使分组的形状大小合理 、规则 ,而

且分组的边界清晰明了 。分组方法简单易行 ,以一

个平板模型分组为例 ,图 1为 RWG 建模 ,图 2为按

照 NURBS面片对 RWG 三角形面片进行分组 ,共

分为 9组 。首先依次求出每个 RWG 基函数公共边
中点与各个 NURBS面片的最小距离 。接着通过比

较 ,将该公共边归入距离最近的那个 NURBS 面片
的分组 。循环完毕 ,即可获得 ACA 算法所需的分
组 。以公共边分组是为了与阻抗矩阵所相应的未知

量相呼应 ,使分组边界更加清晰 。

图 1  RWG建模
Fig.1  RWG modeling

图 2  RWG 建模的 NURBS 分组
Fig. 2  NURBS grouping of RWG modeling

3  计算实例

首先通过计算导体圆球的 RCS 验证算法的正
确性 。图 3为球半径 1 m ,剖分为 17 334个三角形

面片 ,96 个 NURBS 面片 。激励平面波的波长为

0.5 m ,由 - z 方向入射 ,沿 x方向极化 。图 4 为球

体存储量变化曲线 。

图 3  球体 xoz 面上归一化 RCS
Fig. 3  Normalized RCS of sphere in xoz plane

图 4  球体存储量变化曲线

Fig. 4  Change profile of sphere storage
  从图 3 可见 ,使用 ACA 算法压缩的 MOM 计
算结果与 Mie级数解吻合良好 ,说明 ACA 对矩阵
的压缩并未影响计算精度 。

表 1体现了当剖分细度不同 ,产生不同未知量

数目时运算过程所占内存和矩阵填充时间的变化趋

势 。从图 4可以看出 ,矩量法的存储量增加趋势为

O(N2
) ,而交叉近似算法对内存要求的表现为

O(Nlog N) 。由于 ACA 不需填充全部阻抗矩阵 ,所

用时间也小于 MOM 。当矩阵规模增大时 ,ACA 优
势显现 。通过以上计算实例说明 ,ACA 算法的运用
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可以大大减小计算的存储空间 ,提高计算速度 ,并且

不影响 MoM 的计算精度 。

表 1  球体 RCS求解所需内存和矩阵填充时间
Tab.1  The storage and matrix filling time

of solving sphere RCS
未知量/个

MOM 占用
内存/MB

ACA 占用
内存/MB

MOM 矩阵
填充时间/min

ACA 矩阵
填充时间/min

2 724  57  26  8  6

6 390  312  145  31  19

8 990  648  177  75  28

17 334  2292  367  377  55

  为验证算法求解电大问题的稳定性 ,设计计算

一金属导弹模型 ,模型长 7 m ,剖分为 28 500个三角

形面片 ,190 个 NURBS 面片 。激励平面波的波长

为 1 m ,由 - z 方向入射 ,沿 x方向极化 。 MOM 理
论需内存 6.2 GB ,超过普通计算机物理内存 ,采用

ACA 算法可以成功求解该问题 ,占用内存 822 MB ,

求解时间约为 65 h 。导弹 xoz 面 RCS 与商业软件
ansof t对比见图 5 ,说明 ACA 算法可取得准确的计
算结果 。

图 5  金属导弹 xoz面 RCS
Fig.5  RCS of missle in xoz plane

4  结语

ACA 算法可以有效地压缩阻抗矩阵 ,加速矩阵

填充和矩阵向量乘 。借助 NURBS建模方法设计了
简单的 ACA 算法阻抗矩阵分组方法 ,在基于 RWG
基函数的矩量法中加入了 ACA 算法 ,大大降低了

计算的存储量和计算复杂度 。计算结果表明 :该方

法有效地降低了 MOM 所需内存空间和计算量 ,并

依然可保证计算精度 。
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