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摘要 　属性约简是粗糙集理论的核心问题之一 ，针对求取决策表所有决策约简集的 ＮＰ 问题 ，

化繁为简将问题转化为对象动态增加下的决策约简求取问题 。在深入分析了可辨识矩阵中可

辨识集的特点及相互关系的基础上 ，优化改进决策辨识矩阵 ：①两对象之间不作逆向比较 ；②将

决策可辨识矩阵列简化为属性等价类 ；③正域等价类作为决策可辨识矩阵的行 ，分情况给出了

新决策表求取所有决策约简集的极小析取范式属性约简方法 。该方法统一解决了相容和不相

容决策表所有决策约简集的求取问题 ，最后通过实例分析验证了算法的可行性与有效性 ，为决

策表的属性约简提供了一条高效的途径 。
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属性约简是粗糙集理论的重要应用 ，也是其核心问题之一［１］
。知识库中的属性并不是同等重要的 ，某些

属性冗余 。属性约简就是在保持分类能力不变的情况下 ，删除信息系统中不相关或不重要的属性 。 Ｓｋｏｗ‐
ｒｏｎ教授等人在文献［２］中提出的基于可辨识矩阵（亦称差别矩阵或分明矩阵）的分辨函数方法是计算决策

表全部属性约简的一个有代表性的方法 ，不少关于属性约简及其拓展的研究工作都是以该方法（特别是其中

的 Ｓｋｏｗ ｒｏｎ可辨识矩阵）的思想为基础的［３-７］
。然而文献［８ ～ ９］指出 ：当决策表不相容时 ，常用的计算全部

属性约简（代数意义下）的基于 Ｓｋｏｗ ｒｏｎ可辨识矩阵的分辨函数方法会产生错误的结果 ，并给出了一个改进

的 Ｓｋｏｗ ｒｏｎ可辨识矩阵 ，解决了不相容的情况下 ，决策表的属性约简求取问题 。

对一个决策表求取所有的决策约简集是一个 ＮＰ难题 。在实际应用中 ，人们已提出若干以启发式为基

础的属性约简算法［５］
，但这往往只能求出某种次优的属性约简 。实际上 ，当决策表中包含对象相对较少时 ，

可以通过构造决策表的可辨识矩阵和分辨函数 ，利用布尔函数得到全部决策约简集 。鉴于此 ，本文在改进的

Ｓｋｏｗ ｒｏｎ可辨识矩阵的基础上 ，借助极小析取范式 ，统一解决了相容和不相容决策表的全部决策约简集求

取问题 ，提供了一条较为高效的求取所有决策约简集的途径 。

１ 　相关概念及理论

1.1 　决策辨识集与辨识矩阵
决策表是一类特殊而重要的知识表达系统 ，在粗糙集理论中起着重要的作用［１０］

。决策表可以根据知识

表达系统定义如下 ：

称 S ＝ （U ，A ，F ，d）是一个决策表 ，U为对象集 ，即 U ＝ ｛ x１ ，x２ ，… ，xn｝ ，U中的每一个元素 x i （i ≤ n）称为
一个对象 。 A 为属性集 ，即 A ＝ ｛a１ ，a２ ，… ，am｝ ，A 中的每个元素 al （l ≤ m）称为一个属性 。 F为 U与 A 之间



的关系集 ，即 F＝ ｛ f l ：U → V l （l ≤ m）｝ ，其中 V l 为 al （l ≤ m）的值域 。 d ：U → V d ，V d 取有限值 。

记 ：RA ＝ ｛（xi ，x j ） f l （xi ）＝ f l （xj ）（al ∈ A）｝ ，Rd ＝ ｛（xi ，xj ） d（xi ） ＝ d（xj ）｝ ，若 RA  Rd ，则称 S ＝ （U ，

A ，F ，d）为相容决策表 。若 RA  Rd ，则 S为不相容决策表 。设 B  A ，若 PosB （d）＝ PosA （d） ，且不存在 B′  
B使得 PosB′ （d）＝ PosA （d）成立 ，则称 B为 A 的决策约简集 。其中 PosP （Q）表示 Q的 P正区域 ，是 U 中所
有根据分类 U／RP 可以准确分到关系 Q的等价类 U／RQ 中的对象集合 。

记 ：［xi ］A ＝ ｛ xj （xi ，xj ） ∈ RA ｝ ，［xi ］d ＝ ｛ xj （xi ，xj ） ∈ Rd｝ ，U／RA ＝ ｛［xi ］A x i ∈ U｝ ，U／Rd ＝ ｛［xi ］d x i

∈ U｝ ，Dd （［xi ］A ，［xj ］A ） ＝
｛al ∈ A f l （xi ） ≠ f l （xj ）｝ ，mij

Φ ，其它
，其中 mij表示 ［d（xi ） ≠ d（xj ）］ ∧ ［ｍｉｎ（｜d

（［xi ］A ）｜ ，｜d（［xj ］A ）｜） ＝ １］ ，称 Dd （［xi ］A ，［xj ］A ）为［xi ］A 与［xj ］A 的决策辨识集 ，称 Dd ＝ （Dd （［xi ］A ，

［xj ］A ） ［xi］A ，［x j ］A ∈ U ／RA ）为决策表的决策可辨识矩阵 。

1.2 　决策约简集与布尔代数的关系描述
将一个布尔函数称为决策分辨函数 ，用 Δ表示 。对每个属性 a∈ A ，指定一个布尔变量 a。
若 Dd （［xi ］A ，［x j ］A ）＝ ｛ a１ ，a２ ，… ，ak｝ ≠ Φ ，则指定一个布尔函数 a１ ∨ a２ ∨ … ∨ ak ，用 ∑ Dd （［xi ］A ，

［xj ］A ）来表示 ；若 Dd （［ xi ］A ，［ xj ］A ） ＝ Φ ，则指定布尔常量 １ 。 布尔决策分辨函数 Δ 可定义为 ： Δ ＝

∏
［x i］A ，［x j ］A ∈ U／RA

∑ Dd （［xi ］A ，［xj ］A ） 。作为决策分辨函数的布尔函数具有以下性质［１１］
：

１）布尔表达式 E是一个范式 ，如果 E仅仅由布尔变量和常量通过析取与合取运算来表达 ；

２）E是一个合取范式 ，如果 E是由一些析取式组成的合取所构成的范式 ；

３）E是一个析取范式 ，如果 E是由一些合取式组成的析取所构成的范式 ；

４）E是一个极小析取范式 ，如果 E是一个析取范式且包含最小数目的合取式 。

决策分辨函数 Δ的极小析取范式中的所有合取式的析取是属性集 A 的所有决策约简集 。

２ 　 基于极小析取范式的属性约简

为有效提高约简的求取效率 ，首先对决策可辨识矩阵作出优化改进 ：① 两对象之间不作逆向比较 ；② 将

决策可辨识矩阵列简化为属性等价类 ；③ 正域等价类作为决策可辨识矩阵的行 。

定理 １ 　 设决策表 S ＝ （U ，A ，F ，d）共有 n － １个对象 ，假设收集到一与 S原有对象不矛盾的新对象 x n ，

则有 Δn ＝ Δn－１ ∧ Δx n 。其中 ：Δn ＝ ∏
［x i］A ，［ x j ］A ∈ U／RA

i ，j ＝ １ ，２ ，… n

∑ Dd （［xi ］A ，［xj ］A ）Δxk ＝ ∏
［x i］ ∈ U／RA

∑ Dd （［xi ］A ，［xk ］A ） 。

　 　 由于析取和合取运算满足交换律 、结合律以及分

配律 ，因此利用数学归纳法容易证明 ，本文不再赘述 。

　 　 定理２ 　 设决策表 S * 和 S ＃ 的决策分辨函数分别

为 ΔS * 和 ΔS ＃ ，且决策表 S * 和 S ＃ 之间不存在矛盾对

象时 ，由其全部对象所组成的新决策表 S的决策辨识
函数 Δ S ＝ ΔS * ∧ ΔS ＃ 。由于析取和合取运算满足交换

律 、结合律以及分配律 ，定理容易得证 。

定理 １和定理 ２分别解决了对象逐个增加和批量

增加情况下的决策辨识函数求取问题 。

基于极小析取范式求取全部决策约简集的流程见

图 １ 。步骤如下 ：

　 　 步骤 １ 　 给出已有决策表 S ；

图 １ 　 基于极小析取范式的决策属性约简求取流程

Ｆｉｇ. １ 　 Tｈｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ａｔ ｔ ｒｉｂｕｔｅ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ
ｏｎ ｍｉｎｉｍａｌ ｄｉｓｊｕｎｃｔｉｖｅ ｎｏｒｍａｌ ｆｏｒｍ

　 　 步骤 ２ 　 计算并保留 S的极小析取范式 Δ S 、［xi ］A 与［xj ］A 之间的决策辨识集 aij （其中 i ＞ j ，［xi ］A  

［xi ］d ，［xj ］A  ［x j ］d ） 、以及［xi ］A 与［xj ］A 之间的决策辨识集 bij （其中［xi ］A  ［xi ］d 且［x j ］A  ［xj ］d ） ；
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步骤 ３ 　 假设收集到单个对象 xk ：
１）当 xk 与 S 中对象重复时 ，决策约简集不变 ；

２）当 xk与 S中对象 x l矛盾时 ，删去［xl ］A 相关的决策辨识集 ，保留 aij （i ，j ≠ l）和 bij （i ≠ l） ；计算［xi ］A
与［xk ］A 之间的决策辨识集 bik 并保留（其中［xi ］A  ［xi ］d ） ，收集到对象 xk 后的决策表 S ＃ 的极小析取范式

ΔS ＃ ＝ aij ∧ bij ∧ bik 。
３）当 xk与 S中对象既不重复也不矛盾 ，即收集到一新对象时 ，计算 Δxk ＝ ∏

［ x i］ ∈ U／RA
∑ Dd （［xi ］A ，［xk ］A ） ，

则增加新对象 xk 后新决策表 S * 的极小析取范式为 ：ΔS * ＝ ΔS ∧ Δxk ，替代 ΔS ，计算决策辨识集 akj ，bkj 并增
加记录 。

　 　步骤 ４ 　当收集到多个数据时 ，首先分析是否与 S
中对象矛盾 ，如果存在矛盾对象 ，则应用步骤 ３ 中的

２）方法进行单独处理 ；如果不存在矛盾对象 ，则求取由

新对象构成的新决策表的极小析取范式 ，再利用定理

２计算原有决策表增加新的对象后的极小析取范式 。

步骤 ５ 　计算极小析取范式中的所有合取式的析

取 ，得到相应决策表的全部决策约简集 。

３ 　实例分析

3 ．1 　例 1
给定一决策表 S 见表 １ ，其中 U ＝ ｛ x１ ，x２ ，… ，

x１０ ｝ ，A ＝ ｛a１ ，a２ ，a３ ，a４ ｝ ，d为决策属性 。 x１１和 x１２为
决策表依次增加的对象 。

表 １ 　决策表

Tａｂ ．１ Ｄｅｃｉｓｉｏｎ Tａｂｌｅ
a１ ＼a２  a３ 　a４ ｘd

x１ 　１ Ｋ０ ＊１ 　１ ｇ１  
x２ 　０ Ｋ０ ＊１ 　０ ｇ０  
x３ 　１ Ｋ１ ＊０ 　０ ｇ１  
x４ 　１ Ｋ１ ＊１ 　１ ｇ１  
x５ 　１ Ｋ０ ＊１ 　０ ｇ０  
x６ 　１ Ｋ０ ＊１ 　０ ｇ１  
x７ 　１ Ｋ０ ＊１ 　０ ｇ０  
x８ 　０ Ｋ０ ＊１ 　０ ｇ０  
x９ 　１ Ｋ１ ＊１ 　１ ｇ１  
x１０ ０ Ｋ０ ＊１ 　０ ｇ０  
x１１ ０ Ｋ１ ＊１ 　０ ｇ１  
x１２ １ Ｋ１ ＊０ 　０ ｇ０  

则有 ：U／｛d｝ ＝ ｛｛x１ ，x３ ，x４ ，x６ ，x９ ｝ ，｛ x２ ，x５ ，x７ ，x８ ，x１０ ｝｝ ，U／A ＝ ｛｛ x１ ｝ ，｛ x２ ，x８ ，x１０ ｝｛ x３ ｝ ，｛ x４ ，x９ ｝ ，｛ x５ ，x６ ，

x７ ｝｝ 。

决策表 S优化后的可辨识矩阵见表 ２所示 。其中正域等价类 ：［xi ］Pos A ｛ d｝ ＝ ｛ xj （xi ，xj ） ∈ RA ∧ （xi ，xj ）

∈ Rd｝

表 ２ 　决策表的可辨识矩阵

Tａｂ ．２ Ｄｉｓｃｅｒｎｉｂｉｌｉｔｙ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｄｅｃｉｓｉｏｎ ｔａｂｌｅ
　 　

aij bij
［x１ ］A ［x２ ］A ［x３ ］A ［x４ ］A ［x１１ ］A ［x５ ］A ［x１２ ］A

［x１ ］PosA ｛ d｝ Φ ｛a４ ｝ ｛a２ ，a３ ，a４ ｝
［x２ ］PosA ｛ d｝ ｛a１ ，a４ ｝ Φ ｛a１ ｝ ｛a１ ，a２ ，a３ ｝
［x３ ］PosA ｛ d｝ Φ ｛a１ ，a２ ，a３ ｝ Φ ｛a２ ，a３ ｝
［x４ ］PosA ｛ d｝ Φ ｛a１ ，a２ ，a４ ｝ Φ Φ ｛a２ ，a４ ｝ ｛a３ ，a４ ｝
［x１１ ］Pos A ｛ d｝ Φ ｛a２ ｝ Φ Φ Φ ｛a１ ，a２ ｝ ｛a１ ，a３ ｝

　 　决策表 S的极小析取范式 Δ S ＝ a１ ∧ a４ ∧ （a２ ∨ a３ ） ，针对该差别矩阵只需保留 a２１ ，a３２ ，a４２以及 bij （i ＝ １ ，

２ ，３ ，４ ，j ＝ ５） 。当收集到 x１１时 ，发现对于原决策表 ，x１１是一全新对象 ，因此首先计算 Δx
１１
＝ a２ ∧ （a１ ∨ a２ ） ＝

a２ ，则新决策表 S * 的极小析取范式为 ：

ΔS * ＝ ΔS ∧ Δx
１１ ＝ （a１ ∧ a４ ∧ （a２ ∨ a３ ）） ∧ a２ ＝ a１ ∧ a２ ∧ a４

将其替代 ΔS ，并增加记录 a１１ ，２ ，b１１ ，５ 。于是决策表 S * 的决策约简集为｛a１ ，a２ ，a４ ｝ 。
当继续增加对象 x１２后 ，发现新对象 x１２与 x３ 矛盾 ，首先删除记录 a３２ ，b３５ ，其次增加 bi ，１２ （i ＝ １ ，２ ，４ ，１１） ，

则增加对象 x１２后决策表 S ＃的极小析取范式 ：

ΔS ＃ ＝ ［（a１ ∨ a４ ） ∧ a２ ］ ∧ ［a４ ∧ a１ ∧ （a２ ∨ a４ ） ∧ （a１ ∨ a２ ）］ ∧ ［（a２ ∨ a３ ∨ a４ ） ∧ （a１ ∨ a２ ∨ a３ ） ∧ （a３ ∨ a４ ） ∧ （a１ ∨ a３ ）］ ＝ a１ ∧ a２ ∧ a４
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即决策表 S ＃ 的决策约简集为｛a１ ，a２ ，a４ ｝ 。
3 ．2 　例 2

当 ２个决策表之间不存在相互矛盾的对象时 ，对于新决策表 ，可以利用定理 ２求取其全部决策约简集 。

假设存在决策表 S * 由表 １ 决策表中的对象｛ x１ ，x２ ，x４ ，x５ ，x６ ，x７ ｝组成 ，而后收集到对象｛ x３ ，x８ ，x９ ，

x１０ ，x１１ ，x１２ ｝ ，通过分析发现由｛ x１ ，x２ ，x４ ，x５ ，x６ ，x７ ｝构成的决策表 S * 和由｛ x３ ，x８ ，x９ ，x１０ ，x１１ ，x１２ ｝构成的
决策表 S ＃ 之间不存在相互矛盾的对象 。并且由于 ΔS * ＝ a１ ∧ a４ ，ΔS ＃ ＝ a２ ∧ （a３ ∨ a４ ） ∧ （a１ ∨ a３ ） ，所以依据

定理 ２ ΔS ＝ ΔS * ∧ ΔS ＃ ＝ ［a１ ∧ a４ ］ ∧ ［a２ ∧ （a３ ∨ a４ ） ∧ （a１ ∨ a３ ）］ ＝ a１ ∧ a２ ∧ a４ ，所得结果与示例 １结果一致 。

４ 　结语

本文提出的属性约简方法 ，以改进的 Ｓｋｏｗ ｒｏｎ差别矩阵以及布尔代数的特点为基础 ，化繁为简将求取

决策表所有决策约简的 ＮＰ问题转化为决策表对象动态增加的问题 ，针对所增加对象与原决策表对象重复 、

矛盾（决策表不相容） 、既不重复也不矛盾（决策表相容）３种情况 ，深入剖析决策辨识集的特点及其相互关

系 ，构造了新决策表求取所有决策约简集的方法 ，此外给出了对象批量增加情况下的决策约简集求取途径 。

对于一个信息系统而言 ，逐步收集到的数据应以全新对象为主 ，本文所提出的基于极小析取范式的属性

约简算法能高效的处理此类情况 ，此外即使收集到的是一矛盾对象 ，考虑到决策可辨识矩阵中非空辨识集的

稀疏性 ，亦可以较为方便的得到决策表的所有决策约简集 。
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