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基于联合过完备库的信号分离及重构
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摘要　在信号稀疏分解理论的基础上，提出了构建联合过完备库的思想。 通过对包含不同特征
成分的过完备子库进行联合构建联合过完备库，它包含丰富的待分解信号的信息，复合信号在
其上具有更好的稀疏性，同时由于每个分量信号在各自的过完备子库上均具有稀疏性，利用基
追踪算法实现各个分量信号的分离和重构。 仿真结果表明：联合过完备库对复合信号的重构以
及分量信号的分离和重构具有较好地效果。
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近年来，由于稀疏分解在信号压缩、去噪、特征提取、信息分类、图像语音处理等信号处理问题中的广泛
应用和良好前景，受到广大学者的关注。 然而关于信号稀疏分解的理论还不成熟，还有许多问题亟待解决。
其中过完备库的构建是稀疏分解理论和应用中都需要考虑的难点、重点，在信号稀疏分解中起到至关重要的
作用。
目前，过完备库的构建一般有 ２ 种方法：根据先验知识构建单一结构特征的过完备库和几个正交基级联

构成过完备库。 文献［１］提出反复调谐字典；文献［２］利用多尺度线性调频基对机械振动信号进行稀疏分
解；文献［３］提出了一种多尺度脊波字典构造方法；文献［４］建立了 Ｇａｂｏｒ感知多成分字典；文献［５ －７］提出
利用多组正交基构造过完备字典；文献［８］通过构建混合基重构图像。 但是，当待分解信号由多个不同特征
成分的分量信号组合而成时，单一特征结构的过完备库由于不能包含待分解信号的丰富信息，具有很大的局
限性；而正交基级联而成的过完备库虽然包含了丰富的被分解信号的特征信息，但不能保证每个分量信号在
各自相应的正交基上具有稀疏性。 所以，针对以上问题，本文提出构建由不同特征成分的过完备库联合而成
的联合过完备库，并研究信号在联合过完备库下稀疏分解的稀疏性和信号重构效果。

１　稀疏分解原理

给定一个集合ψ＝｛φr｝ r∈Γ，其元素是张成整个N维Ｈｉｌｂｅｒｔ空间H＝RN 的单位矢量，如果其元素个数 K
＜N，则集合ψ构成一个过完备基，也称之为字典，其元素φr 为由参数组 r定义的原子，且其范数为 １。 由于
过完备库中原子的相关性，则任意信号 S∈RN 在过完备原子库ψ∈RN ×K上具有无穷解。 信号 S∈RN 在过

完备库上的稀疏分解就是在无穷多个解向量中寻找非零元素个数最少的解向量。 则信号在过完备库上的稀
疏分解可以描述为［９ －１１］ ：

ｍｉｎ‖α‖０ 满足 S＝ψα （１）
式中‖α‖０ 是解向量｛αr｝中非零项的个数。
信号在过完备库上稀疏分解的问题就是：在一定误差范围内，如何从各种可能的解集中选择出非零元素
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最少的一个解向量，即最为稀疏的一个。 然而，这个问题的求解是一个 ＮＰ难题。 为了解决上述问题，许多
稀疏分解算法已经出现，如匹配追踪（Ｍａｔｃｈｉｎｇ Ｐｕｒｓｕｉｔ， ＭＰ） 算法［１１］ 、基追踪（Ｂａｓｉｓ Ｐｕｒｓｕｉｔ， ＢＰ）算法［１１］ 、框
架方法（Ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ Ｆｒａｍｅｓ， ＭＯＦ）［１１ －１２］

和最优正交基（Ｂａｓｉｓ Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ Ｂｅｓｔ， ＢＯＢ）算法［１１，１３］ 。

２　联合过完备库下的信号分离和重构原理

假设信号 f由２个不同结构特征信号 f１ 和 f２ 组成，即 f＝f１ ＋f２ 。 根据信号 f１ 的结构特征构造具有 f１ 信
号特征成分的过完备库 θ ＝｛矱１，i∈Γ１｝ （Γ１ ＝１，２，⋯，L）。 根据稀疏分解理论，信号 f１ 在该过完备库上具
有稀疏性，那么存在非零元素 i个数最少的解向量α１ 且满足 f１ ＝θα１即：

‖α１‖０≤‖α‖０ 且满足 f１ ＝θα，α１∈α （２）
同理，根据信号 f２ 的特征构造包含信号 f２ 特征成分的过完备库φ＝｛ψj，j∈Γ２｝ （Γ２ ＝１，２，⋯，K），那么存
在：

‖χ１‖０≤‖χ‖０ 且满足 f２ ＝φχ，χ１∈χ （３）
同时，信号 f１ 在过完备库φ上不具有稀疏性，信号 f２ 在过完备库 θ上不具有稀疏性，即过完备库 θ和φ之间
的相关性较小。
根据过完备库 θ和φ，构建联合过完备库 D＝θ∪φ＝｛矱１，矱２，⋯，矱L，ψ１，ψ２，⋯，ψK（其中 θ和φ被称为

联合过完备库 D的子原子库）。 联合过完备库需要下列条件：
１）满足：

α１ ＝arg ｍｉｎ
α
‖α‖０ 满足 f１ ＝θα （４）

χ１ ＝arg ｍｉｎ
χ
‖χ‖０ 满足 f２ ＝φχ （５）

条件的解存在。 即信号 f１ 在过完备子字典 θ上能够稀疏分解，信号 f２ 在过完备子字典φ上能够稀疏分解。
２）满足：

f２ ＝θx （６）
f１ ＝φz （７）

条件的解 x、z的零范数均较大，即信号 f２在过完备子字典 θ 上不具有稀疏性，信号 f１ 在过完备子字典φ上
不具有稀疏性。

３）u ＝ ｍａｘ
１≤ i≤L，１≤ j≤K

｜枙φi，ψj枛｜
‖φi‖２· ‖ψj‖２

较小，即子字典 θ和φ之间的相关性很小。

以上理论分析是针对 ２个过完备子库构成联合过完备字典问题进行的。 将上述理论分析推广到由多个
过完备子库组成过完备字典中同样适用。
由于 θ和φ之间的弱相关性和分量信号在各自子原子库上的稀疏性，信号 f在联合过完备库 D上具有

稀疏性，即存在：
‖β１‖０≤‖β‖０ 且满足，f＝Dβ，β１∈β （８）

由于 f＝f１ ＋f２ ，f１ ＝θα，f２ ＝φχ，f＝Dβ，D＝θ∪φ，所以｛α∪χ｝炒β，且α１∪χ１ 一定是方程 f＝Dβ的一个
解向量。 那么由信号稀疏分解原理和联合过完备库的构建思想可知：

‖β１‖０≤‖α１‖０ ＋‖χ１‖０ （９）
令 p１ ＝‖α１‖０，p２ ＝‖χ１‖０，p＝‖β１‖０，则：

p≤∑
２

i ＝１
pi （１０）

所以，在联合过完备库下对信号进行分解，其分解系数的最小零范数一定小于或等于 ２个分量信号在各自过
完备库上的分解系数最小零范数之和。
由于：

f＝Dβ１ ＝（θ　φ）
β１θ

β１φ

＝θβ１θ ＋φβ１φ （１１）

f１ ＝θβ１θ　，　f２ ＝φβ１φ （１２）
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同时联合过完备库 D中的子原子库 θ 包含信号 f１的特征信息，子原子库φ包含信号 f２的特征信息，所以通
过式（１１） －（１２）可以重构复合信号以及各分量信号，实现信号的分离和重构。 同时，由于联合过完备库更
能反映信号的特征，所以在联合过完备库下能够获得更好的信号重构效果。 由于 ＢＰ算法分解精确度较好，
所以本文采用 ＢＰ算法实现信号在过完备字典上的稀疏分解。 信号重构效果的评价标准一般是重建信号与
原始信号的均方误差或信噪比。 本文采用均方误差（Ｍｅａｎ Ｓｑｕａｒｅ Ｅｒｒｏｒ，ＭＳＥ）作为评价标准，公式为：ＭＳＥ＝

∑
N

i ＝１
［ f（i） －f

～
R（ i）］２ ／N 。

３　仿真分析

选取信号 f１ ＝ｓｉｎ（３０t）、f２ ＝ｅｘｐ（ｓｉｎ（２００t）） 组成复合信号 f ，同时构造子原子库 θ ＝｛ｓｉｎ（ it），i ＝１，２，
⋯，２ ０００｝；φ＝｛ｅｘｐ（ｓｉｎ（ jt）），j＝１，２，⋯，２ ０００｝ 。 根据联合过完备库构造的理论构建过完备库 D ，则 D中

的原子为 ∪
２ ０００

i ＝１
ｓｉｎ（ it），∪２ ０００

j ＝１
ｅｘｐ（ｓｉｎ（ jt）） 。 根据待分解信号的先验信息，参量 i和 j 以间隔 １均匀取值。 原子

个数为 ４ ０００，采样点数 １ ０００。
为了研究联合过完备库的有效性以及构建联合过完备库的必要性，选取子原子库 φ作为单一特征成分

的过完备库，在该过完备库下对复合信号进行稀疏分解，得到如图 １（ａ） 所示的分解系数。 从图１（ａ）中可以
得到：信号在单一特征过完备库下的分解系数虽然具有稀疏性，但是由于原子之间的相关性较强，属于同一
类型的原子，即原子的可分性较弱，所以不能直接用于信号类型的检测和分离。 所以单一特征过完备库仅仅
能够重构信号，而不能实现信号的分离和识别。 图 １（ｂ）为在联合过完备库下的分解系数，图 １（ｂ）中的分解
系数明显具有稀疏性，且分解系数中远大于零的值分别位于不同的子原子库中。 由于原子库包含不同类型
的原子，原子的可分性较强，所以复合信号在联合过完备库下的分解不但具有稀疏性还可以实现分量信号的
识别和分离。

图 １　不同过完备库下复合信号的分解系数
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｖｅｒｃｏｍｐｌｅｔｅ ｄｉｃｔｉｏｎａｒｙ

　　表 １为不同过完备库下的信号分解稀疏性比较。 在单一特征过完备库下分量信号的稀疏性无法计算，
复合信号的稀疏性（分解系数中绝对值大于零值的个数）近似为 ５。 在联合过完备库下，分量信号在各自的
子原子库下的稀疏性均为 １，复合信号在由子原子库联合而成的过完备库下的稀疏性为 ２。 该结果与理论分
析一致。

表 １　不同过完备库下信号的稀疏性
Ｔａｂ畅１　Ｔｈｅ ｓｐａｒｓｉｔｙ ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｖｅｒｃｏｍｐｌｅｔｅ ｄｉｃｔｉｏｎａｒｙ

信号 单一特征过完备库下稀疏性 联合过完备库下稀疏性

分量信号 f１ j不具有稀疏性 １ 灋
分量信号 f２ j不具有稀疏性 １ 灋
复合信号 f ５ 殚２ 灋

　　图 ２为原始复合信号与不同过完备库下的重构信号对比图。 从图中可以看出，２ 种过完备库下重构的
复合信号与原始复合信号相似，所以在 ２ 种过完备库下复合信号的重构效果均较好，但单一特征过完备库无
法实现分量信号的分离。 图 ３为在联合过完备库下重构的分量信号，从图中可以看出，重构的分量信号和原
始分量信号几乎相同，所以联合过完备库能够非常精确地实现复合信号中分量信号的分离和重构。 从图 ２
和 ３中可以看出，联合过完备库不但能够很好地重构复合信号，对于各个分量信号也能实现较好地识别、分
离和重构。
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图 ２　不同过完备库下的重构信号
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｓｉｇｎａｌｓ ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｖｅｒｃｏｍｐｌｅｔｅ ｄｉｃｔｉｏｎａｒｙ

图 ３　分量信号的分离和重构
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ ｓｉｇｎａｌｓ

　　表 ２为不同过完备库下的重构误差。 从表中可以看出，２种过完备库对复合信号的重构效果均较好，但
联合过完备库下的重构误差小于单一特征过完备库下的重构误差；同时，分量信号在各子原子库上的重构误
差也较小，重构效果也较好。

表 ２　不同过完备库下信号的重构误差
Ｔａｂ畅２　Ｔｈｅ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｖｅｒｃｏｍｐｌｅｔｅ ｄｉｃｔｉｏｎａｒｙ

信号 单一特征过完备库的重构误差 联合过完备库的重构误差

分量信号 f１ j无法实现重构 ７ 噰．７６１ ９ ×１０ －２３

分量信号 f２ j无法实现重构 ４ 噰．０６１ ２ ×１０ －２８

复合信号 f ８ 佑．７８５ ９ ×１０ －２０ ５ 噰．０８３ ４ ×１０ －２８

４　结束语

本文提出了联合过完备库的思想，与单一特征成分的过完备库不同，联合过完备库包含更丰富的待分解
信号的信息。 通过理论分析和仿真实验可以得到：复合信号在联合过完备库下不但能够实现信号的重构，同
时对于各分量信号也能够实现很好地识别、分离和重构，且重构效果较好。 而复合信号在单一特征过完备库
下虽然能够实现稀疏分解和重构，但是却无法实现分量信号的分离和重构。 同时复合信号在联合过完备库
上的稀疏性和重构效果均优于单一特征过完备库上的稀疏性和重构效果。 因此，通过构建包含丰富待分解
信号信息的联合过完备库不但可以实现复合信号的重构，对于构成复合信号的分量信号也可以实现分离和
重构，且重构效果较好。
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