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基于改进 ＧＭ（１，１）模型的弹道导弹位置信息预测
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摘要　针对弹道导弹速度快、雷达反射截面积小，预警雷达很难全程跟踪预警的问题，提出了使
用改进的 ＧＭ（１，１）模型对其位置信息进行预测。 从初始序列光滑度、背景值构造方式和初始
条件 ３方面进行综合改进，建立了新的改进模型，明确了建模步骤。 仿真结果表明，改进后的模
型比传统 ＧＭ（１，１）模型适用范围更广，精度更高，可以用于弹道导弹的位置信息预测。
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在弹道导弹预警探测中，预警雷达发挥着重要作用，担负着对来袭弹道导弹跟踪预警、确定目标位置信
息、指示拦截系统尽快发射导弹对其进行拦截的任务。 新型弹道导弹具有射程远、再入速度快、精度高、雷达
反射截面积小等特点，使预警雷达难以持续的对其进行预警探测［１］ 。 由于对弹道导弹的位置信息监测具有
不连续性，有典型的部分信息已知、部分信息未知的灰色系统特征。 而建立在灰色系统理论上的 ＧＭ（１，１）
模型主要用来对小样本、贫信息问题进行预测，解决了不少工程技术中的实际问题［２ －６］ 。 但传统 ＧＭ（１，１）
模型对输入数据要求较为严格且预测精度有待提高，使其适用范围具有一定局限性。 本文提出的改进 ＧＭ
（１，１）模型，进一步扩展了应用范围，提高了精度，使其适合在弹道导弹位置信息预测中使用。

１　１改进的 ＧＭ（１，１）模型
1畅1　初始序列光滑度的改进

原始数据序列的光滑度在很大程度上影响了预测模型精度。 原始序列数据变化越平缓，ＧＭ（１，１）模型
的发展系数的绝对值越小，模型的拟合与预测精度越高。 然而在实际问题中原始的数据序列光滑度往往比
较低，这样就大大降低了灰色模型的预测精度。 因此在建模前，可以对原始数据序列进行处理，以提高数据
的光滑度。 常用的提高原始数据的光滑度的方法主要是对数据序列进行对数函数变换、幂函数变换以及指
数函数变换［７］ 。 本文采用常用的对数函数变换，即对原始数据 X（０）作对数变换，得到 X′（０） ，最后使用
ｅｘｐ（ X^′（０） ）对模拟值进行还原。
1畅2　背景值构造方式的改进

模型拟合精度主要取决于 a，b 的值，而 a，b 的值又取决于 z（１） （ k）。 因此背景值 z（１） （ k）成为影响

ＧＭ（１，１）模型精度的重要因素。 分析误差根源，可将白化方程在［ k －１，k］上积分： ∫
k

k－１

ｄx（１） （ t）
ｄt ｄt ＋

a∫
k

k－１
x（１） （ t）ｄt ＝b，即 x（１） （k） －x（１） （k －１） ＋a∫

k

k－１
x（１） （ t）ｄt ＝b，又等于 x（０） （k） ＋a∫

k

k－１
x（１） （t）ｄt ＝b。对

比灰色微分方程：x（０） （k） ＋az（１） （k） ＝b发现，传统 ＧＭ（１，１） 模型用 z（１） （k） ＝１
２ ［x（１） （k） ＋x（１） （k －１）］
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近似代替了∫
k

k－１
x（１） （ t）ｄt。而背景值 z（１） （k）实际上是 x（１） （ t）在区间［k －１，k］上的定积分，上述的近似代替

就是用梯形公式计算的面积来代替以 x（１） （ t）作为曲边的曲边梯形面积。 当数据序列变化较平缓时，用两种
方法计算的面积相差不大，误差较小。 而当数据序列变化急剧时，x（１） （k －１）与 x（１） （k）值相差较大，两种梯
形面积值相差较大，模型会出现较大误差，需要对模型进行改造。 因此要提高预测精度，需尽可能地减少模
型中背景值 z（１） （k）的计算误差。 背景值改进公式见文献［８］。
1畅3　初始条件的改进

传统的 ＧＭ（１，１）模型选用 x（０） （１）作为初值，对新信息利用不充分。 事实上，越新的数据对预测值的影
响越大［９］ 。 以 x（１） （n）为初值，建立 ＧＭ（１，１）模型，这种方法充分利用了新信息，预测精度将大为提高。 文
献［１０］给出了灰色微分方程 x（０） （k） ＋az（１） （k） ＝b的时间响应函数和还原值分别为：

x^（１） （k） ＝x（１） （n） －b
a ｅ －a（ k －n） ＋b

a ，k＝１，２，⋯，n （１）

x^（０） （k＋１） ＝^x（１） （k＋１） －^x（１） （k） ＝（ｅ －a －１）x（１） （n） －b
a ｅ －a（ k －n） ，k＝１，２，⋯，n （２）

２　改进 ＧＭ（１，１）模型的建立与精度检验

2畅1　改进 ＧＭ（1，1）模型建模步骤
１）对已知原始数据列 X（０） ＝（x（０） （１），x（０） （２），⋯，x（０） （n））作对数变换，得到平滑度较高的新数据列

X′（０） ＝（ ｌｎx（０） （１），ｌｎx（０） （２），⋯，ｌｎx（０） （n））；
２）对新数据列 X′（０）作 １次累加（１ －ＡＧＯ），得到累加数据列 X（１） ；
３）计算 X（１）

紧邻均值生成序列 Z（１） ；
４）对参数列 a^＝［a，b］ Ｔ 进行计算，求发展系数－a和灰色作用量 b；
５）得到模型的时间响应式，求出 X（１）

的模拟值 X^（１） ；
６）求出 X^（１）

的还原值 X^（０） ，使用 ｅｘｐX^（０）
还原出 X（０） ；

７）对模型进行精度检验，取 k＝n＋１，计算 X^（１）
后还原即可预测出下个未知数据。

2畅2　精度检验
模型可否用来预测，必须对其精度进行检验，只有通过检验的模型才能使用，最常用的是后验差方

法
［１０］ 。 记原始序列 x（０）及残差序列 ε的方差分别为 S２

１和 S２
２ ，计算后验差比值 C ＝

S２

S１
和小误差概率 p＝P（｜ε

（k） －ε｜＜０畅６７４ ５S１ ），根据这两项指标检验模型精度，具体内容见表 １。
表 １　预测模型检验等级表

Ｔａｂ畅１　Ｔｅｓｔ ｇｒａｄｅ ｏｆ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ
指标 １级（好） ２级（合格） ３级（勉强） ４级（不合格）
p ０   畅９５≤p ０ ll畅８０≤p＜０  畅９５ ０ ]]畅７０ ＜p＜０ 貂畅８ p≤０ 00畅７０
C C≤０ ┅┅畅３５ ０ {{畅３５ ＜C≤０ "畅５ ０ UU畅５ ＜C≤０ 舷畅６５ ０ ⅱⅱ畅６５ ＜C

３　仿真分析

以雷达探测的弹道导弹方位角信息为例，取 ３ 组变化趋势不同的原始数据：①１３４畅４９，１４２畅２３，１６２畅９７，
１８７畅４６，２１５畅９１，２６５畅２３ ；②１３４畅８２，１５１畅９６， １９１畅９５， ２３８畅３６，３５６畅５４， ５０４畅７５ ；③２７畅０２， ９５畅２６，２５０畅６９，
５１６畅６３，１ ４３８畅１２，４ ６３５畅２４ 。 分别使用传统和改进 ＧＭ（１，１）模型进行拟合。
　　第 １组数据变化趋势较平缓，在 ２ 种模型下分别作准光滑性和准指数规律检验，能很好满足准光滑条件
和准指数规律，２种模型均可建模。
第 ２组数据变化趋势较急剧，基本满足准光滑条件和准指数规律，２种模型均可建模。
第 ３组数据变化很急剧，在传统 ＧＭ（１，１）模型下不满足准光滑条件和准指数规律，不能使用传统模型

进行建模。 但在改进 ＧＭ（１，１）模型下，经对数变换得到的数据满足准光滑条件和准指数规律，可以建模。
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　　３组数据仿真计算结果如下：
　　１）第 １ 组数据计算结果。 根据表中的原始数据和建模
步骤，改进 ＧＭ（１，１）模型为：

x^（１） （k） ＝１９３畅１６９ ０ｅ０畅０２９ ２（ k －６） －１６２畅０２７ ４，k＝１，２⋯，n
x^（０） （k） ＝^x（１） （k） －^x（１） （k－１） ，k＝２，３，⋯，n

经 ｅｘｐ（ x^（０） （k））还原得到模拟值。
根据 １畅１介绍，传统 ＧＭ（１，１）模型为：
x^（１） （k＋１） ＝８１２畅１２７ ２ｅ０畅１５７ ２k －６７７畅６３７ ２，k＝１，２⋯，n
x^（０） （k＋１） ＝^x（１） （k＋１） －^x（１） （k） ，k＝１，２，⋯，n

误差检验表和方位角曲线见表 ２、图 １。

图 １　灰色预测方位角曲线
Ｆｉｇ畅１　Ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ａｚｉｍｕｔｈ ｏｆ ｔａｒｇｅｔ

表 ２　误差检验表
Ｔａｂ畅２　Ｔｅｓｔ ｔａｂｌｅ ｏｆ ｅｒｒｏｒ

序号 x（０） （k）
x^（０） （k） ε（k） ＝x（０） （k） －^x（０） （k） k ＝

｜ε（k）｜
x（０） （k）（％）

传统模型 改进模型 　传统模型 　改进模型 传统模型 改进模型

１ Y１３４ ��畅４９ １３４   畅４９０ ０ １３４ LL畅４３７ ６ ０ 览览畅０００ ０ ０   畅０５２ ４ ０ ��畅０００ ０ ０ @@畅０３８ ９
２ Y１４２ ��畅２３ １３８   畅２１０ ９ １４０ LL畅６３９ ５ ４ 览览畅０１９ ０ １   畅５９０ ５ ２ ��畅８２５ ７ １ @@畅１１８ ３
３ Y１６２ ��畅９７ １６１   畅７３２ ２ １６２ LL畅８２８ ９ １ 览览畅２３７ ７ ０   畅１４１ １ ０ ��畅７５９ ５ ０ @@畅０８６ ９
４ Y１８７ ��畅４６ １８９   畅２５６ ５ １８９ LL畅３５０ ５ －１ 览览畅７９６ ５ －１   畅８９０ ５ ０ ��畅９５８ ３ １ @@畅００８ ４
５ Y２１８ ��畅９１ ２２１   畅４６４ ９ ２２１ LL畅１８５ １ －２ 览览畅５５４ ９ －２   畅２７５ １ １ ��畅１６７ １ １ @@畅０２７ ３
６ Y２６２ ��畅２３ ２５９   畅１５４ ０ ２５９ LL畅５１１ ２ ３ 览览畅０７６ ０ ２   畅７１８ ８ １ ��畅１７３ ０ １ @@畅０３６ ８

　　改进模型后验差比值 C＝０畅０２２ ７ ＜０畅３５，小误差概率 p ＝１ ＞０畅９５，模型精度为 １ 级，可进行预测，模型

平均相对误差Δ＝１
６ ∑

６

k ＝１
Δk ＝０畅７１９ ４％，传统模型平均相对误差Δ＝１

５ ∑
６

k ＝２
Δk ＝１畅３７６ ７％。 由平均相对误差看

出，改进模型精度高于传统模型。
　　２）第 ２ 组数据计算结果。 根据表中原始数据和建模步
骤，改进 ＧＭ（１，１）模型为：

x^（１） （k） ＝１１４畅７１３ ０ｅ０畅０５５ ７（ k －６） －８１畅９２４ ６，k＝１，２，⋯，n
x^（０） （k） ＝^x（１） （k） －^x（１） （k－１） ，k＝２，３，⋯，n

经 ｅｘｐ（ x^（０） （k））还原得到模拟值。
传统 ＧＭ（１，１）模型为：
x^（１） （k＋１） ＝３２６畅８０８ １ｅ０畅３３３k －１９１畅９８８ １，k＝１，２，⋯，n
x^（０） （k＋１） ＝^x（１） （k＋１） －^x（１） （k） ，k＝１，２，⋯，n

误差检验表和灰色预测方位角曲线见表 ３、图 ２。 图 ２　灰色预测方位角曲线
Ｆｉｇ．２　Ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ａｚｉｍｕｔｈ ｏｆ ｔａｒｇｅｔ

表 ３　误差检验表
Ｔａｂ畅３　Ｔｅｓｔ ｔａｂｌｅ ｏｆ ｅｒｒｏｒ

序号 x（０） （k）
x^（０） （k） ε（k） ＝x（０） （k） －^x（０） （k） k ＝

｜ε（k）｜
x（０） （k）（％）

传统模型 改进模型 　传统模型 　改进模型 传统模型 改进模型

１ Y１３４ ��畅８２ １３４   畅８２０ ０ １３４ LL畅７９６ ３ ００ 览览畅０００ ０ ０   畅０２３ ７ ００   畅０００ ０ ０ @@畅０２０ ２
２ Y１５１ ��畅９６ １２９   畅１３７ ３ １４４ LL畅５４１ ７ ２２ 览览畅８２２ ７ ７   畅４１８ ３ １５   畅０１８ ９ ４ @@畅８８１ ７
３ Y１９１ ��畅９５ １８０   畅１６５ ６ １９２ LL畅１８３ ４ １１ 览览畅７８４ ４ －０   畅２３３ ４ ６ ��畅１３９ ３ ０ @@畅１２１ ６
４ Y２３８ ��畅３６ ２５１   畅３５７ ５ ２５９ LL畅７３５ ３ －１２ 览览畅９９７ ５ －２１   畅３７５ ３ ５ ��畅４５２ ９ ８ @@畅８１０ ２
５ Y３５６ ��畅５４ ３５０   畅６８０ ８ ３５７ LL畅１３８ ３ ５ 览览畅８５９ ２ －０   畅５９８ ３ １ ��畅６４３ ３ ０ @@畅１６７ ８
６ Y５０４ ��畅７５ ４８９   畅２５１ ４ ５００ LL畅１０８ ５ １５ 览览畅４９８ ６ ４   畅６４１ ５ ３ ��畅０７０ ５ ０ @@畅９１９ ６
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　　改进模型后验差比值 C＝０畅０５２ ８ ＜０畅３５，小误差概率 p＝１ ＞０畅９５，模型精度为 １ 级，可进行预测。 改进

模型平均相对误差Δ＝１
６ ∑

６

k ＝１
Δk ＝２畅４８６ ９％，传统模型平均相

对误差Δ＝１
５ ∑

６

k ＝２
Δk ＝６畅２６５ ０％。 由平均相对误差看出，改进

模型精度仍高于传统模型。
　　３）第 ３ 组数据计算结果。 根据表中原始数据和建模步
骤，建立改进 ＧＭ（１，１）模型为：

x^（１） （k） ＝６１畅０２３ ３ｅ０畅１４９ １（ k －６） －２５畅６８６ １，k＝１，２，⋯，n
x^（０） （k） ＝^x（１） （k） －^x（１） （k－１） ，k＝２，３，⋯，n

经 ｅｘｐ（ x^（０） （k））还原得到模拟值。
改进 ＧＭ（１，１）模型误差检验表和灰色预测方位角曲线

见图 ３、表 ４。

图 ３　灰色预测方位角曲线
Ｆｉｇ．３　Ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ａｚｉｍｕｔｈ ｏｆ ｔａｒｇｅｔ

表 ４　误差检验表
Ｔａｂ畅４　Ｔｅｓｔ ｔａｂｌｅ ｏｆ ｅｒｒｏｒ

序号 x（０） （k）
x^（０） （k） ε（k） ＝x（０） （k） －^x（０） （k） k ＝

｜ε（k）｜
x（０） （k）（％）

改进模型 改进模型 改进模型

１ Y２７ 忖忖畅０２ ２６   畅２９２ ９ ０ 寣寣畅７２７ １ ２   畅６９１ ０
２ Y９５ 忖忖畅２６ １０５ ((畅１８２ ８ －１０ 蜒蜒畅０２２ ８ １０ 33畅５２１ ５
３ Y２５０ ��畅６９ ２２２ ((畅３６０ ５ ２８ ⅱⅱ畅５１８ ８ １１ 33畅３７６ １
４ Y５１６ ��畅６３ ５３０ ((畅１７１ ２ －１３ 蜒蜒畅５４１ ２ ２   畅６２１ １
５ Y１ ４３８   畅１２ １ ４５３ NN畅７４７ ５ －１５ 蜒蜒畅６２７ ５ １   畅０８６ ７
６ Y４ ６３５   畅２４ ４ ６８８ NN畅１８１ ３ －５２ 蜒蜒畅９４１ ３ １   畅１４２ １

　　改进模型后验差比值 C＝０畅０１０ ３ ＜０畅３５，小误差概率 p ＝１ ＞０畅９５，预测模型精度为 １ 级，可进行预测。

改进 ＧＭ（１，１）模型平均相对误差Δ＝１
６ ∑

６

k ＝１
Δk ＝４畅９０６ ４％。

　　综合分析 ３组仿真结果，由前两组可以看出，改进模型模拟精度高于传统模型，有较为精确、可靠的预测
效果。 第 ３组数据由于变化过于急剧，原始数据不满足准光滑性条件和准指数规律，传统模型不再适用；改
进模型引入对数变换方法对原始数据进行处理，变换后数据普遍较小，相差不大，满足准光滑性条件和准指
数规律，使原始数据满足模型要求。
　　该模型通过对数变换进行数据处理有效的扩大了适用范围，完善了基于灰色理论的预测模型在实际问
题中应用。 同时，在增大了数据序列光滑度的基础上优化了背景值构造方式和初始条件，有效的减小了误
差，提高了预测精度，从表 ４和图 ３ 可看出，改进模型对第 ３组数据仍有 １级的预测精度。

４　结束语

由仿真结果可以看出，改进模型扩展了适用范围，提高了预测精度，可用于弹道导弹位置信息预测中。
实际预测中可引入新陈代谢的模型，将新数据补充入序列，同时剔除旧数据，再结合改进 ＧＭ（１，１）模型，可
进一步提高预测精度。 对目标探测过程中，可使用 ＧＭ（１，１）模型对其进行预测。 如果预警雷达持续跟踪目
标成功，可用实际探测值取代预测值，对下一点进行预测；而如果预警雷达持续跟踪目标失败，可立即转到预
测点附近进行重点扫描，增大发现概率，避免盲目搜索。 在预警过程中，可采用这种边跟踪边预测的方法，增
加持续跟踪预警的成功率，这种方法在弹道导弹预警中具有现实的实用意义。
对比传统模型，虽然精度普遍较高，但对原始数据有一定要求，存在着个别点残差偏高的现象，在后续研

究中需要进一步改进，使模型更加准确、实用。
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Prediction of the Ballistic Missile Position
Information Based on Improved GM （１，１） Model
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