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关于规范紧框架超小波若干问题的研究

王凤兰，　李炳杰
（空军工程大学理学院，陕西　西安　７１００５１）

摘要　给出了规范紧框架超小波的 ３个重要结论。 ①空间 L２ （R）（m）
中长度为 m的规范紧框架

超小波可扩展为较大空间 L２ （R） （m ＋１）
中长度为 m＋１的超小波，也即空间 L２ （R） （m）

的规范紧超
小波框架可扩展为较大空间 L２（R）（m ＋１）

的规范正交基。 从而为规范紧框架超小波与超小波搭
起了桥梁。 ②借助于酉等价性，讨论了规范紧框架超小波的等价性．给出一个长度为 m的规范
紧框架超小波当最后一个分量用酉等价的规范紧框架小波代替时，所形成的仍然是一个规范紧
框架超小波。 ③改进了规范紧框架超小波定义的条件，利用空间理论，给出了判定规范紧框架
超小波的一个充分条件。 该条件较定义中的条件相对简单，利用泛函分析对这些结论给出了证
明，这些结论给处理超空间中的信号提供了重要的理论依据。
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框架的研究是小波分析理论研究的重要内容之一，从空间中元素表示的角度看，框架可看成是基组概念
的推广。 空间中的任意元素均可由框架元素线性表示，这是与正交基的相似之处，但其分解系数却不是唯一
确定的，这是与正交基的不同之处。 正是由于框架有一定的冗余性，可以使得在低精度下获得的小波系数却
可以在相对高的精度下重建 ｆ。 因此，它在信号处理中特别是在信号消噪、特征提取、鲁棒信号处理等方面具
有广泛的应用。 近几年来，关于框架的发展已经成为小波研究的热点之一。
小波框架指的是可以利用一个小波生成一组框架，我们将这个小波生成的框架称为小波框架，而将该小

波称为框架小波。 它是框架理论中欠发展的领域，同时也是最具应用价值的框架之一。 戴兴得、韩得广等人
以泛函分析和算子代数为工具对小波框架进行了广泛的研究

［１］ 。
小波分析中的超小波

［２］
是指较大空间 L２ （R）碄L２ （R）碄⋯碄L２ （R）中的小波（ψ１，ψ２，⋯，ψm），是基于小

波分析基础上的信号分析方法。 关于超小波的扩展性［３ －４］及 ＭＲＡ 超小波［５ －６］已经得到了一些重要结论。
超小波的独特之处在于对解决信号的多重性问题有小波无法比拟的优势。 在数据压缩方面，当有同样的数
据时，超小波可以压缩多个信号［７］ 。 可以预计，超小波将被广泛应用于图像处理、语音信号处理、高清电视
系统等方面。
类似地，研究超空间 L２ （R）碄L２ （R）碄⋯碄L２（R）中的规范紧超小波框架和规范紧框架超小波也具有十

分重要的作用。 本文利用泛函分析工具对规范紧框架超小波若干问题进行了研究，包括规范紧框架超小波
可扩展为更大空间的超小波、规范紧框架超小波等价性以及规范紧框架超小波的判定问题。 利用泛函分析
对这些结论给出了证明。 这些结论将为我们处理超空间中的信号提供重要的理论依据。

１　记号及定义

小波理论包含对 L２ （R）空间一种仿射结构［８］的研究，即给定 ２ 个酉算子，平移算子 T和伸缩算子 D，满
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足以下交换关系：
DTD －１ ＝Tk，k≥２，k∈Z，k被称为尺度因子。 在典型的小波理论中，空间 L２ （R）的一般算子定义为以下

形式：
平移算子 Tf（x） ＝f（x－１），x∈R，f∈L２ （R）；
伸缩算子　Df（x） ＝ k f（kx），x∈R，f∈L２ （R），k≥２，k∈Z；
超空间 L２ （R）（m） ＝L２ （R）碄L２（R）碄⋯碄L２ （R）（m个 L２ （R），m≥２）（本文恒定 m∈Z ＋）。
本文中，如不做特别说明，都以 k＝２来计算。 首先给出如下定义：
定义 １　框架小波［３］ ： 令ψ∈L２ （R），如果存在 ２个常数 A，B， 其中 ０ ＜A≤B，使得对任意给定的 f∈L２

（R），有：A｜｜f｜｜２≤ ∑
k，l∈Z

｜＜f，DkTlψ＞｜２≤B｜｜f｜｜２ 成立，则称｛DkTlψ：k，l∈Z｝是 L２ （R）的一组框架，ψ是一个

框架小波。 特别地，当 A＝B＝１时，称ψ是规范紧（或 Ｐａｒｓｅｖａｌ）框架小波（简记为 ＮＴＦＷ）。
注：DkTlψ表示对ψ进行了 l次的平移和 k次的伸缩，其中 k，l∈Z。
文中着重介绍的是规范紧框架超小波，下面给出它的确切定义。
定义 ２　超小波（规范紧框架超小波）［３］ ：假定ψ１，ψ２，⋯，ψm 是 L２ （R）的规范紧框架小波，（ψ１，ψ２，⋯，

ψm）是空间 L２ （R） （m） ＝L２ （R）碄L２ （R）碄⋯碄L２（R）的 m元组。
若｛DkTlψ１，DkTlψ２，⋯，DkTlψm：k，l∈Z｝形成 L２ （R）（m）

的一组规范正交基，则称（ψ１，ψ２，⋯，ψm）是 L２

（R） （m）
的一个长度为 m的超小波。
若｛DkTlψ１，DkTlψ２，⋯，DkTlψm：k，l∈Z｝形成的是 L２ （R）（m）

的一组规范紧框架，则称（ψ１，ψ２，⋯，ψm）是
L２ （R）（m）

的一个长度为 m的规范紧框架超小波。
注：以规范紧框架超小波定义为基础，要说明的是规范紧框架超小波指的是可生成规范紧框架的超小波

（ψ１，ψ２，⋯，ψm），而规范紧超小波框架指的是由超小波（ψ１，ψ２，⋯，ψm）生成的规范紧超小波框架。

２　规范紧框架超小波的几个结论

空间 L２ （R）（m）中的规范紧框架超小波（ψ１，ψ２，⋯，ψm）可扩展为更大空间 L２ （R） （m ＋１）中的超小波（ψ１，

ψ２，⋯，ψm，ψm ＋１），从而为规范紧框架超小波与超小波搭起了桥梁，也为我们进一步研究超空间 L２ （R）（m ＋１）

中的信号提供重要的理论依据。 为了对该定理有充分的认识，先看下面 ２个引理。
引理１［１］　令 J是一个可数（或有限）的指标集。 ｛xn：n∈J｝是H的一组规范紧框架，则存在一个希尔伯

特空间 K澈H及 K的一组规范正交基｛en：n∈J｝使得 Pen ＝xn，P是从 K到 H的正交投影。

引理 ２［１］　令 J是一个可数（或有限）的指标集。 ｛xn：n∈J｝是希尔伯特空间 H的一组规范紧框架当且
仅当存在一个希尔伯特空间 M及它的一组规范紧框架｛yn：n∈J｝使得｛xn碄yn：n∈J｝是 H碄M的一组规范
正交基。 （如果｛xn：n∈J｝是一组规范正交基，M将是一个零空间且每个 yn 是零向量）

由规范紧框架超小波的定义以及这 ２ 个引理，我们得到这样一个结论，空间 L２ （R） （m）
中的规范紧框架

超小波（ψ１，ψ２，⋯，ψm）可扩展成较大空间 L２ （R） （m ＋１）
中的超小波（ψ１，ψ２，⋯，ψm，ψm ＋１）。 同时，也意味着将

空间 L２ （R）（m）
中的规范紧框架扩展为 L２ （R）（m ＋１）

空间中的规范正交基。
定理 １　假定（ψ１，ψ２，⋯，ψm）是 L２ （R） （m）中的一个长为 m的规范紧框架超小波，则存在一个 L２ （R）及

它的一个规范紧框架小波ψm ＋１，使得（ψ１，ψ２，⋯，ψm，ψm ＋１）为空间 L２（R）（m ＋１）的一个长为 m＋１的超小波。
证明：此时，只证明 L２ （R）（２）

情形，一般情形类似。 由引理 １，存在一个希尔伯特空间 L２ （R）（２）澈L２ （R）
及它的一组规范正交基｛en：n∈J｝使得 Pen ＝DkTlψ１，橙k，l∈Z。 其中 P是从 L２ （R）（２）到 L２ （R）的映射。 再
由引理 ２，取希尔伯特空间 L２ （R）及该空间的一组规范紧框架｛DkTlψ２，橙k，l∈Z｝，使得｛DkTlψ１碄DkTlψ２，
橙k，l∈Z｝是 L２ （R） （２）

的一组规范正交基，满足 en ＝｛DkTlψ１碄DkTlψ２，橙k，l∈Z｝。 由超小波的定义知，（ψ１，
ψ２）是 L２ （R） （２）的一个超小波。 也即，规范紧超小波框架可扩展为更大空间的规范正交基。
借助于酉等价性，我们讨论规范紧框架超小波的等价性问题。
定理 ２　假定（ψ１，ψ２，⋯，ψm）是空间 L２（R）（m）的一个规范紧框架超小波，如果存在一个 L２ （R′）及该空
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间的一个规范紧框架小波ψ′m，使得ψ′m 与ψm 各自形成的规范紧框架是酉等价的，则（ψ１，ψ２，⋯，ψm －１，ψ′m）
也是一个规范紧框架超小波。
证明：令 U∈B（L２ （R），L２ （R′）），使得 U（DkTlψm） ＝DkTlψ′m，橙k，l∈Z。 则可定义酉算子 V： ＝（ I碄U）

使得 V（DkTlψ１碄DkTlψ２碄⋯碄DkTlψm） ＝（DkTlψ１碄DkTlψ２碄⋯碄DkTlψ′m）。

因此，｛DkTlψ１，DkTlψ２，⋯，DkTlψ′m：k，l∈Z｝是一组规范紧框架，也即（ψ１，ψ２，⋯，ψm －１，ψ′m）是一个规范
紧框架超小波。
该定理说明了当规范紧框架超小波（ψ１，ψ２，⋯，ψm）的最后一个分量ψm 所形成的框架与其它的规范紧

小波ψ′m 框架酉等价时，那么，（ψ１，ψ２，⋯，ψm －１，ψ′m）也是一个规范紧框架超小波。 有了该定理，我们就可
以根据所处理的不同信号，改变规范紧框架超小波最后一个分量，选择适合的规范紧框架超小波。
在文献［４］中，给出了判定超小波的一个充分和必要条件，在这里，我们给出规范紧框架超小波的一个

充分条件。
定理 ３　假定ψ１，ψ２，⋯ψm 分别是 L２ （R）的规范紧框架小波，如果｛DkTlψ１，DkTlψ２，⋯，DkTlψm：k，l∈Z｝

形成的是ｓｐａｎ｛DkTlψ１碄DkTlψ２碄⋯碄DkTlψm｝的一组规范紧框架，则ｓｐａｎ｛DkTlψ１碄DkTlψ２碄⋯碄DkTlψm｝
＝L２（R）（m） 。 即（ψ１，ψ２，⋯，ψm）是 L２ （R）（m）的一个规范紧框架超小波。

证明：此时仍然只证明 L２ （R） （２）
情形，一般的情形类似。由框架定义知，DiTjψ１ 碄DiTjψ２ ＝∑

k，l
＜DiTjψ１

碄 DiTjψ２，DkTlψ１ 碄DkTlψ２ ＞DkTlψ１ 碄DkTlψ２ ＝∑
k，l

（ ＜DiTjψ１，DkTlψ１ ＞＋＜DiTjψ２，DkTlψ２ ＞）DkTlψ１ 碄

DkTlψ２，而DiTjψ１ ＝∑
k，l

＜DiTjψ１，DkTlψ１ ＞DkTlψ１，DiTjψ２ ＝∑
k，l

＜DiTjψ２，DkTlψ２ ＞DkTlψ２，并且满足，∑
k，l

＜DiTjψ１，DkTlψ１ ＞DkTlψ２ ＝∑
k，l

＜DiTjψ２，DkTlψ２ ＞DkTlψ１ ＝０。因此，DiTjψ１ 碄０ ＝∑
k，l

＜DiTjψ１ 碄０，

DkTlψ１ 碄DkTlψ２ ＞DkTlψ１ 碄DkTlψ２，０碄DiTjψ２ ＝∑
k，l

＜０碄DiTjψ２，DkTlψ１ 碄DkTlψ２ ＞DkTlψ１ 碄DkTlψ２，

橙i，j∈ Z。
　　即，在空间 L２ （R）（２）

中，ｓｐａｎ｛DkTlψ１ 碄 DkTlψ２｝ 是稠的。

故，ｓｐａｎ｛DkTlψ１ 碄 DkTlψ２｝ ＝L２ （R）（２） 。也即（ψ１，ψ２） 是一个规范紧框架超小波。
该定理给出了规范紧框架超小波的一种判定方法，它较规范紧框架超小波的定义来说，相对比较简单，

只要｛DkTlψ１，DkTlψ２，⋯，DkTlψm：k，l∈ Z｝ 形成的是ｓｐａｎ｛DkTlψ１ 碄 DkTlψ２ 碄⋯碄 DkTlψm｝的一组规范紧
框架，那么，（ψ１，ψ２，⋯，ψm） 就是一个规范紧框架超小波。

３　讨论

关于超小波及规范紧框架超小波虽然已经得到一些结果。 但是，超小波及规范紧框架超小波作为一种
特殊的信号分析方法，由于其理论发展还处于初级阶段，这方面应用研究比较少，仅散见于文章评述性结论，
这也是超小波及规范紧框架超小波值得进一步研究的理由。 可以看出，超小波及规范紧框架超小波是近几
年小波的分析理论发展的一个研究方向，已经引起国内外的广泛关注，可以预计，其发展将对小波理论的发
展和应用产生重要的影响。
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