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一类带有周期参数的 ＳＩＳ 传染病模型
杨友社

（空军工程大学理学院，陕西　西安　７１００５１）

摘要　通过对经典的 ＳＩＳ传染病模引入周期性变化的疾病传播参数，建立了一类具有周期性变
化参数的 ＳＩＳ传染病模型。 借助微分方程比较定理和稳定性理论，对其进行定性分析，得到了
决定疾病灭绝与否以及模型动力学形态的阈值。 在该阈值之下，模型的无病周期解是全局渐近
稳定的，这意味着疾病最终灭绝；在该阈值之上，模型的无病周期解是不稳定的，同时模型还存
在全局渐近稳定的地方病周期解，这意味着疾病将持续存在于种群之中，并且染病者的数量呈
周期性变化。
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在现实生活中，传染病广泛存在。 利用数学模型分析和研究传染病的动力行为已是数学理论应用的一
个重要领域。 在对传染病的传播过程建立数学模型时，经常将各参数假定为常数，这样所得模型就为自治微
分系统

［１ －３］ 。 但在实际中，某些参数是随时间的改变而发生变化，比如，某些种群的出生率、死亡率与季节有
关，有些传染病的发病也与季节有关（如流行感冒）等。 对此情形所建立的数学模型即为非自治微分系
统

［４ －１０］ 。 由于春夏秋冬在自然界中周而复始的交替，因此，将具有周期性的参数引入模型之中具有一定的
实际意义。 在本文所考虑的传染病模型中，有一些参数正是呈周期性变化的。

我们知道，各参数为常数、传染病为双线性型的一类 ＳＩＳ传染病模型：
S′＝μ（b－S） －βSI＋γI
I′＝βSI－（μ＋γ）I 存在阈值

R０ ＝ βb
μ＋γ， 当 R０≤１时，该模型仅有无病平衡点，且其是全局渐近稳定的；当 R０ ＞１时，该模型除无病平衡点

外，还存在唯一的地方病平衡点，这时，无病平衡点是不稳定的，地方病平衡点是全局渐近稳定的。
在本文，对上述模型引入周期参数，通过分析也找到了无病周期解和地方病周期解全局渐近稳定的阈

值。

１　模型

本文所考虑的 ＳＩＳ传染病模型为：
｛S′（ t） ＝μ（t）［b（ t） －S（ t）］ －β（ t）S（ t）I（ t） ＋γI（t）
I′（t） ＝β（t）S（t） I（ t） －［μ（ t） ＋γ］I（ t）
S（０） ＝S０≥０，I（０） ＝I０≥０

（１）

式中：S（ t）和 I（ t）分别为 t时刻易感者和染病者的数量；μ（ t）和β（ t）分别为种群的自然死亡率和疾病的传播
系数；μ（t）b（ t）为对种群的输入率；γ＞０为染病者的恢复率（治愈率），这里假设它与时间无关。 假定μ（ t）、

倡 收稿日期：２０１１ －０３ －２８
　基金项目：国家自然科学基金资助项目（１１０７１２５６）
　作者简介：杨友社（１９６２ －），男，陕西大荔人，副教授，主要从事微分方程定性分析研究．Ｅ－ｍａｉｌ： ｙｙｓｓｏｈｕ６９０＠ｓｏｈｕ．ｃｏｍ



b（ t）和β（ t）都是周期为 T（T＞０）的正连续可微函数。 记：
０ ＜μ１ ＝ｍｉｎ

t∈［０，T］
μ（ t） ＜ｍａｘ

t∈［０，T］
μ（ t） ＝μ２；

０ ＜b１ ＝ｍｉｎ
t∈［０，T］

b（ t） ＜ｍａｘ
t∈［０，T］

b（ t） ＝b２ ；
０ ＜β１ ＝ｍｉｎ

t∈［０，T］
β（ t） ＜ｍａｘ

t∈［０，T］
β（ t） ＝β２。

由式（１）的第 ２个方程有：I（ t） ＝I０ ｅ∫t０［β（ u） S（ u） －μ（ t） －γ］ｄu，于是，当 I０ ＝０ 时 I（ t）≡０，对于 t ＞０；当 I０ ＞０ 时

I（ t） ＞０，对于 t＞０。 又 S′
S ＝０

＝μ（t）b（ t） ＋γI（ t） ＞０，所以，集 D＝｛（S，I）：S＞０，I≥０｝是系统（１）的一个正

不变集。

２　结果

引理 １　方程：
S′（t） ＝μ（ t）［b（ t） －S（ t）］，　S（０） ＝S０≥０ （２）

存在唯一全局渐近稳定的周期解 S倡（ t）， 且 b１≤S倡（ t）≤b２ 。 证明如下：
１）存在唯一性。

对方程（２） 直接求解可得： S（ t） ＝S０ｅ－∫t０μ（u）ｄu ＋ｅ－∫t０μ（ u）ｄu∫t０ｅ∫
u

０
μ（ v） ｄvμ（u）b（u）ｄu。因为 μ（ t） ＞０，所以

∫t

０
μ（u）ｄu ＞０，进而可得方程（２） 存在唯一的正周期解 S倡（ t）， 其对应的初值为：

S０ ＝
∫T０ ｅ∫

u－T

０
μ（ v） ｄvμ（u）b（u）ｄu
１ －ｅ－∫T０μ（ u） ｄu

。

２） 全局渐近稳定性。

令 U（ t） ＝S（ t） －S倡（t），则方程（２）变为 U′（ t） ＝－μ（t）U（ t）。由于∫
t

０μ（u）ｄu≥μ１ t，所以 S倡（ t）是全

局渐近稳定的。
３） 由于 ０ ＜b１ ≤ b（ t） ≤ b２， 所以方程（２） 的解 S（ t） 满足：

μ（ t）［b１ －S（ t）］ ≤ S′（ t） ≤μ（ t）［b２ －S（ t）］
又方程 S′（ t） ＝μ（ t）［b１ －S（t）］和 S′（ t） ＝μ（ t）［b２ －S（ t）］的解分别收敛于 S（t） ＝b１ 和 S（ t） ＝b２ ，

因此，由比较定理有：
b１ ≤ ｌｉｍ

t→∞
ｉｎｆS（t） ≤ ｌｉｍ

t→∞
ｓｕｐS（t） ≤ b２

于是有：
b１ ≤ S倡（t） ≤ b２

引理 １证毕。
对于总种群 N（ t） ＝S（ t） ＋I（ t）， 由式（１） 有：

N′（ t） ＝μ（ t）［b（ t） －N（ t）］ （３）
引理２　方程（３） 存在唯一全局渐近稳定的周期解S倡（ t），且 b１ ≤S倡（ t） ≤ b２ 。为了下面表述方便，记：

＜f ＞＝∫T０ f（u）ｄu；
R０ ＝＜β（ t）S倡（t） －（μ（ t） ＋γ） ＞

由引理 １知（S倡（ t），０） 是系统（１） 的一个周期解（被称为无病周期解）。 关于它的稳定性有定理：
定理１　对于系统（１）， 解（S倡（ t），０）当 R０ ＜０时是渐近稳定的， 当 R０ ＞０时是不稳定的。进一步，当

R０ ＜０时，解（S倡（ t），０） 是全局渐近稳定的。
证明　系统（１） 关于解（S倡（ t），０） 的变分方程为：

Y′＝ －μ（ t） －β（ t）S倡（ t） ＋γ
０ β（ t）S倡（ t） －（μ（ t） ＋γ）

Y （４）
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于是，方程（４） 的特征乘子为：

λ１ ＝ｅ－∫T０μ（ u） ｄu ＜１；

λ２ ＝ｅ∫T０［β（u）S倡（u） －（μ（ u） ＋γ）］ ｄu。
当 R０ ＜０时，λ２ ＜１；当 R０ ＞０时，λ２ ＞１。所以解（S倡（ t），０）当 R０ ＜０时是稳定的，当 R０ ＞０时是不

稳定的。
注意到 I′（ t） ＝I（ t）［β（ t）（N（ t） －I（ t）） －（μ（ t） ＋γ）］ ≤ I（ t）［β（ t）N（t） －（μ（ t） ＋γ）］。
当 R０ ＜０时，存在正数 ε，使得 ＜β（ t）（S倡（ t） ＋ε） －（μ（ t） ＋γ） ＞＜０。依引理２，存在 T ＞０，使得当

t ＞T时有 N（t） ＜S倡（ t） ＋ε。因此，当 t ＞T时，I′（ t） ≤ I（ t）［β（ t）（S倡（ t） ＋ε） －（μ（t） ＋γ）］。
由于 ＜β（ t）（S倡（ t） ＋ε） －（μ（ t） ＋γ） ＞＜０，所以ｌｉｍ

t→∞
I（ t） ＝０。由引理 ２便有ｌｉｍ

t→∞
［S（ t） －S倡（ t）］ ＝

０。因此，当 R０ ＜０ 时解（S倡（ t），０） 是全局渐近稳定的。
关于系统（１） 的正周期解（被称为无病周期解） 的存在性和稳定性有下面的定理。
定理 ２当 R０ ＞０ 时，系统（１） 存在唯一的正周期解，并且该周期解是全局渐近稳定的。
为了证明定理 ２，首先考虑方程：

I′（ t） ＝I（ t）［β（ t）（S倡（ t） －I（ t）） －（μ（ t） ＋γ）］ （５）
由于 S倡（ t） ≤ b２ ，所以当 I（ t） ＞０时有：

I′（ t） ＜β（ t）I（ t）（b２ －I（ t））。
于是，当 t充分大时有 I（ t） ≤ b２ ，因此，区间［０，b２ ］ 是方程（５） 的正不变集。
同时注意到，当 R０ ＞０时，能取到正整数 δ ＜b１ 满足：

（β（t）（S倡（ t） －δ） －（μ（t） ＋γ）） ＞０。
下面引理给出方程（５） 解的下界。
引理 ３　设 R０ ＞０，如果 I（ t） 是方程（５） 满足初始条件 I０ ≥ δ的解，则对任意的 t ≥ ０ 都有 I（t） ≥

δｅ－（μ１＋γ）T。
证明　假设存在 t倡 ＞０，使得 I（ t倡） ＜δｅ－（μ１＋γ）T。令 t０ ＝ｓｕｐ｛ t：I（ t） ＝δ，０ ≤ t≤ t倡｝；则 I（ t０ ） ＝δ，

且对任意的 t∈ ｛ t０ ，t倡｝ 都有 I（ t） ＜δ。
对于 t倡 和 t０ 可断言 t倡 －t０ ＜T。事实上，如果 t倡 －t０ ≥ T，则对任意的 t∈｛ t０ ，t０ ＋T｝ 炒 ｛ t０，t倡｝。I（ t）

＜δ。因此：

δ ＞I（ t０ ＋T） ＝I（ t０ ）ｅ∫t ０＋Tt０
［β（u）（S倡（u） －I（u） ） －（μ（ u） ＋γ）］ｄu ≥ I（ t０ ）ｅ∫t ０＋Tt０

［β（ u） （S倡（ u） －δ） －（μ（u） ＋γ）］ｄu ＝

I（ t０ ）ｅ∫T０［β（u） （ S倡（u） －δ） －（μ（ u） ＋γ）］ ｄu ≥ I（ t０ ） ＝δ。
矛盾，因此， t倡 －t０ ＜T。

同时， δｅ－（μ１＋γ）T ＞ I（ t倡） ＝ I（ t０ ）ｅ∫t
倡

t０
［β（u）（ S倡（ u） －I（u）） －（μ（ u） ＋γ）］ｄu ≥ I（t０ ）ｅ∫t

倡

t０
［β（u）（S倡（ u） －δ） －（μ（ u） ＋γ）］ｄu ≥

I（ t０ ）ｅ∫t
倡

t０
［ －（μ１＋γ）］ ｄu ＝δｅ［ －（μ１＋γ）（ t倡－t０） ］ ＝δｅ－（μ１＋γ） T。

其中用到 S倡（ t） ≥ b１ ＞δ，这又是一个矛盾，因此引理 ３成立。
从引理 ３知，方程（５） 的解 I（ t，I０） 具有性质：

I（ t，［δ，b２］） 炒 ［δｅ－（μ１＋γ）T，b２ ］，t≥０。
引理４　当R０ ＞０时，方程（５）存在唯一的正周期解 I倡（ t）。进一步，正周期解 I倡（t）是全局渐近稳定的。
证明　直接计算可得，方程（５） 在初始条件 I（０） ＝I０ ＞０下的解为：

I（ t） ＝ ｅ∫t０［β（u） S倡（u） －（μ（ u） ＋γ）］ｄu

I０ ＋∫
t

０β（u）ｅ∫
u
０［β（ v）S

倡（ v） －（μ（ v） ＋γ）］ ｄvｄu

由于 R０ ＞０，所以初值 I（ t） ＝
∫T０β（u）ｅ∫

u
T［β（ v） S

倡（ v） －（μ（ v） ＋γ）］ｄvｄu
１ －ｅ∫T０［β（u）S倡（ u） －（μ（ u） ＋γ）］ ｄu 对应的解 I倡（t） 是方程（５） 的唯一正周期

解。
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为了证明 I倡（ t）的全局渐近稳定性，对方程（５）作变量代换：
I（ t） ＝ｅY（ t） ，

则方程（５）变为：
Y′（ t） ＝－β（ t）ｅY（ t） ＋［β（ t）S倡（ t） －（μ（ t） ＋γ）］ （６）

定义 Ｌｉａｐｕｍｏｖ函数： V（ t） ＝１
２ ［Y（ t） －Y倡（ t）］２，其中 Y倡（ t） ＝ｌｎI倡（ t），则有：

ｄV
ｄt （６）

＝－β（ t）［Y（ t） －Y倡（ t）］［ｅY（ t） －ｅY倡（ t） ］。

因为 ｅx 是严格单增的，且 ０ ＜β１≤β（ t）≤β２，所以ｄVｄt （６）
关于 Y倡（ t）是定负的，因此，引理 ４成立。

引理 ５　对于 I倡（ t），S倡（ t）以及方程（５）的任意解 I（ t）有如下关系：
１）对任意的 t≥０，方程（５）的唯一正周期解 I倡（ t）满足 I倡（ t） ＜S倡（ t）；
２） 对方程（５）的任意解 I（ t）都存在 t倡≥０，使得当 t＞t倡时 I（ t） ＜S倡（ t）。
证明：
１） 记 I倡（t０） ＝ｍａｘ

０≤ t≤T
I倡（ t）， 则 I倡 ′（ t０） ＝０。 因此有：

β（ t０）［S倡（ t０） －I倡（ t０ ）］ ＝μ（ t０） ＋γ
于是 S倡（ t０ ） ＞I倡（t０）。
假设存在 t１ ＞t０，使得对于 t∈（t０ ，t１ ）有 S倡（ t） ＞I倡（t）且 S倡（ t１ ） ＝I倡（ t１），则 S倡 ′（t１ ） －I倡 ′（t１）≤０。 另

一方面：
S倡 ′（ t１ ） －I倡 ′（t１） ＝μ（ t１ ）［b（ t１ ） －S倡（ t１ ）］ －I倡（ t１）［β（ t１ ）（S倡（ t１） －I倡（ t１ ）） －（μ（ t１） －γ］ ＝

μ（ t１ ）b（ t１ ） ＋γI倡（ t１ ） ＞０ （７）
矛盾。 因此，对任意的 t≥t０ ，都有 S倡（ t） ＞I倡（ t）。 由于 S倡（ t）与 I倡（ t）均以 T为周期，所以引理 ５的 １）

成立。
２）假若引理 ５的 ２）结论不成立，则仅会出现下列 ２种情形之一：情形 １，对于某一解 I（ t）存在 t′＞０，使

得对于 t＞t′有 I（ t）≥S倡（ t）；情形 ２，对于某一解 I（ t）存在点列 tn（n ＝１，２，⋯），０ ＜t１ ＜t２ ＜⋯ ＜tn ＜⋯满足
ｌｉｍ
n→∞

tn ＝＋∞，使得当 t∈（ t２k －１，t２k）（k ＝１，２，⋯）时有 S倡（ t） ＜I（ t），当 t∈（ t２k，t２k ＋１）（k＝１，２，⋯）时有 S倡（ t）
＞I（ t），且 S倡（ tn） ＝I（tn）。
对于情形 １，当 t≥t′时，I′（ t） ＝I（ t）［β（t）（S倡（ t） －I（ t）） －（μ（ t） ＋γ）］≤ －I（ t）（μ（ t） ＋γ）≤ －I（ t）

（μ１ ＋γ），于是有ｌｉｍt→∞
I（t） ＝０。 而 S倡（ t）≥b１ ＞０，出现矛盾，所以情形 １不成立。

对于情形 ２，显然有 S倡 ′（ t２k ＋１） －I′（ t２k ＋１）≤０。 另一方面，与式（７）类似地有 S倡 ′（ t２k ＋１ ） －I′（ t２k ＋１ ） ＞０。
出现矛盾，故情形 ２ 也不成立。 于是引理 ５的 ２）成立。
由以上推理知， 引理 ５ 成立。
定理 ２的证明　由引理 ２、４、５， （S倡（ t） －I倡（ t），I倡（t））是系统（１）的唯一正周期解，同时， 系统（１）等

价于系统：
N′（ t） ＝μ（ t）［b（ t） －N（ t）］
I′（ t） ＝β（ t）［N（ t） －I（ t）］ －［μ（t） ＋γ］I（t） （８）

由引理 ２、４，系统（８）的唯一正周期解（S倡（ t），I倡（ t））是全局渐近稳定的。 因此定理 ２成立。

３　结束语

本文通过对具有双线性传染病的经典 ＳＩＳ传染病模引入周期性变化的疾病传播参数和借助微分方程比
较定理和稳定性理论，建立并分析了一类具有周期性变化参数的 ＳＩＳ传染病模型，得到了决定该模型动力学
形态的阈值。 当该阈值小于 ０时，模型的无病周期解是全局渐近稳定的，即疾病最终灭绝；当该阈值大于 ０
时，模型存在全局渐近稳定的地方病周期解，即疾病将持续存在于种群之中，并且易感者和染病者的数量会
呈周期性变化。

５８第 ４期 杨友社：一类带有周期参数的 ＳＩＳ传染病模型
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