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摘要　为有效降低非圆信号 ＤＯＡ 估计算法的计算量，提出了一种非圆信号 ＤＯＡ 估计快速算
法。 该算法运用扩展传播算子和多项式求根方法来降低计算量。 首先根据非圆信号特性构造
出扩展阵列输出矩阵，并生成扩展协方差矩阵，然后不需要对协方差矩阵的特征分解，使用扩展
传播算子方法得到估计的扩展噪声子空间，再利用均匀线阵的多项式求根方法快速求出目标的
ＤＯＡ估计值。 对算法的性能仿真和计算复杂度分析结果表明，提出的算法不但其均方根误差
性能与 ＮＣ－ｒｏｏｔ －ＭＵＳＩＣ、ＮＣ －ＥＳＰＲＩＴ、ＮＣ －ＭＳＷＦ －ＭＵＳＩＣ 等快速算法相似，同时提出的算
法还大大减小了非圆信号 ＤＯＡ估计 ＭＵＳＩＣ算法的计算复杂度，而且其计算复杂度小于上述提
到的快速算法，实现了非圆信号 ＤＯＡ估计算法的快速估计。
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波达方向（Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ Ａｒｒｉｖａｌ， ＤＯＡ）估计也叫空间谱估计，是阵列信号处理的一个重要的研究方向，广
泛应用于雷达、通信、声纳、地震、勘探、射电天文以及生物医学工程等众多领域。 Ｇｏｕｎｏｎ等提出了非圆（Ｎｏｎ
－ｃｉｒｃｕｌａｒ， ＮＣ）信号的 ＭＵＳＩＣ算法［１］ （ＮＣ－ＭＵＳＩＣ），利用非圆信号椭圆协方差矩阵不为零的特点可有效将
接收数据矩阵进行扩展，从而提高 ＤＯＡ估计性能。 非圆信号优良的 ＤＯＡ估计性能引起了持续的研究。 近
两年，Ｇａｏ等提出圆信号和非圆信号共存情况下的改进 ＭＵＳＩＣ 算法［２］ ，Ｎａｖａｒｒｏ －Ｍｏｒｅｎｏ等提出使用希尔伯
特空间对色噪声中的非圆复值信号随机信号的估计［３］ ，倪淑燕等提出非圆信号虚拟阵列波束形成算法［４］

等。
尽管具有较好的角度估计，但由于非圆信号 ＤＯＡ估计算法的运算量因阵列输出矩阵扩展后维数的增加

而加大。 基于非圆信号测向的快速算法的陆续提出，使非圆信号测向算法的计算复杂度得到了有效地降低。
ＮＣ－ｒｏｏｔ－ＭＵＳＩＣ算法［５］

利用多项式求根运算，ＮＣ －ＥＳＰＲＩＴ算法［６］
将谐波频率的估计转变为矩阵束的广

义特征值分解，避开了谱峰搜索过程；非圆信号多级维纳滤波（Ｍｕｌｔｉｓｔａｇｅ Ｑｉｅｎｅｒ Ｆｉｌｔｅｒ， ＭＳＷＦ） ＭＵＳＩＣ 算法
利用正交分解特性快速估计子空间，避开了协方差矩阵的特征分解，均减小了算法的计算量。 扩展传播算子
（Ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｐｒｏｐａｇａｔｏｒ Ｍｅｔｈｏｄ， ＥＰＭ）算法［７］

是基于传播算子的非圆信号 ＤＯＡ估计算法，利用扩展传播算子
可快速估计噪声子空间。 为有效降低非圆信号 ＤＯＡ估计算法的计算量，本文提出了基于 ＥＰＭ的 ＮＣ －ｒｏｏｔ
－ＭＵＳＩＣ算法（ＥＰＭ－ｒｏｏｔ－ＭＵＳＩＣ）。 新算法利用扩展传播算子快速估计噪声子空间，然后利用多项式求
根算法快速获取波达方向。 新算法不仅拥有较好的角度估计性能，而且还大大减小了非圆信号测向算法的
计算量。
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１　非圆信号 ＤＯＡ估计数学模型
　　阵列信号模型如图 １ 所示，有 p个波长为λ的窄
带远场信号 si（k）（ i ＝１，２，⋯，p）入射，接收矩阵为 m
个阵元间距为 d的全向同增益的均匀线阵。 其中 d ＝
λ／２，信号以角度矱i 入射，其非圆相位为 φi，l 为快拍
数，k为第 k次快拍。
取第 １个阵元为参考阵元，则第 m个阵元与参考

阵元的接收信号相位差为 （m －１） ωi ＝（m －１）
２πdｓｉｎ矱i ／λ， 该 阵 元 接 收 到 的 信 号 为 si （ k ）
ｅ －ｊ（m －１）２πdｓｉｎ矱i／λ。
　　一般 ＤＯＡ估计数学模型中的方向向量为 a（矱i）
＝［a１ （矱i），a２ （矱i），⋯，am（矱i）］

Ｔ。 由于利用了非圆

图 １　等距线阵与远场信号 si（k）
Ｆｉｇ．１ Ｅｑｕｉｄｉｓｔａｎｃｅ ｌｉｎｅ ｍａｔｒｉｘ ａｎｄ ｆａｒ－ｆｉｅｌｄ ｓｉｇｎａｌ si（k）

特性，非圆信号 ＤＯＡ估计数学模型中的方向向量扩展为：

b（矱i，φi） ＝
a（矱i）

a倡（矱i）ｅ －ｊφi （１）

式中 b（矱i，φi）即非圆信号导向矢量。 相应地，扩展后的方向矩阵为：
B（矱，φ） ＝［b（矱１，φ１），b（矱２，φ２），⋯，b（矱p，φp）］ （２）

定义信号矢量为 s（k） ＝［s１ （k），s２ （k），⋯，sp（k）］ Ｔ；阵元接收数据中的加性观测噪声为 ni（k）（ i ＝１，２，
⋯，m），噪声矢量为 n（k） ＝［n１ （k），n２ （k），⋯，nm（k）］ Ｔ。 故非圆信号 ＤＯＡ估计的扩展阵列接收数据矩阵
y０ （k）为：

y０ （k） ＝［b（矱１，φ１），b（矱２，φ２），⋯，b（矱p，φp）］s（k） ＋
n（k）
n倡（k）

＝B（矱，φ）s（k） ＋
n（k）
n倡（k）

＝
x０ （k）
x倡
０ （k）

（３）

２　非圆信号扩展传播算子求根算法

2畅1　扩展传播算子求噪声子空间
假设方向矩阵 B（矱，φ） （简写为 B）列满秩，则 B中有 p行是线性独立的，其它行可以由这 p行线性表

示。
将 B分块得：

B＝
Bp

B２m －p
（４）

式中 Bp 和 B２m －p分别为 p×p维和（２m－p） ×p维矩阵。
假设 Bp 非奇异，则可将扩展传播算子定义为由 ２m－p维复空间 Cm －p

到 p维复空间 Cp
的唯一线性算子

PE，令 PE 满足：
PＨ

E Bp ＝B２m －p （５）
或

PＨ
E ， －I２m －p B＝WＨ

E B＝O（２m －p） ×p （６）

式中WE 的列张成的空间就是扩展噪声子空间
［８］ 。 由此可以得到：

W^E ＝
PE

－I２m －p
（７）

式中 W^E 为扩展后的噪声子空间估计值。 需要注意的是，考虑到实际方向矩阵是未知的，故扩展传播算子
PE 不能由方向矩阵得出，需要从阵列接收数据矩阵 y０ 估计得到［７］ 。
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构造扩展阵列输出 y０ 如式（３）所示，对 y０ 及其协方差矩阵进行分块得：

y０ ＝
y０（ p）
y０（２m －p）

（８）

R^yy ＝
１
l y０y

Ｈ
０ ＝１

l
R^xx R^xx 倡

R^倡
xx 倡 R^倡

xx
＝ R１ R２ （９）

式中：R^yy为扩展协方差矩阵的估计；y０（ p）和 y０（２m －p）分别为 p×l维和（２m－p） ×l维矩阵；R^xx 倡 ＝x０xＴ０ ／l，R１ 和

R２ 分别为 ２m×p维和 ２m×（２m－p）维矩阵。 扩展传播算子的估计值 P^E 可以由以下 ２式得到［７］ ：
P^E ＝（y０（ p） yＨ０（ p） ） －１y０（ p） yＨ０（２m －p） （１０）

P^E ＝（RＨ
１ R１ ）

－１RＨ
１ R２ （１１）

本文采用式（１１）对扩展传播算子进行计算。
若噪声为空间白噪声，则可用 W^E 的标准正交化形式 W^０ E 代替 W^E 以提高算法性能，则有：

W^０ E ＝W^E（W^Ｈ
E W^E）

－１／２ （１２）
为降低计算量，实际中通常对 W^E 进行 Ｇｒａｍｍ－Ｓｃｈｍｉｄｔ正交化求 W^０ E，以代替标准正交化。

2畅2　多项式求根方法
由于扩展后的噪声子空间估计值 W^０ E 与扩展方向矩阵 B（矱，φ）正交，即WＨ

０ E B（矱，φ） ＝O，则非圆信号
ＤＯＡ估计谱搜索公式为：

f^（矱i，φi） ＝bＨ（矱i，φi）W^０ EW^Ｈ
０ E b（矱i，φi），（i ＝１，２，⋯，p） （１３）

由于式（１３）是二维谱峰搜索，将其转化为一维谱峰搜索，对 W^０ E分块得：

W^０ E ＝
W^１

W^２
（１４）

式中 W^１和 W^２的维数相等。 将式（１４）代入式（１３）得：

　　　f^（矱i，φi） ＝bＨ（矱i，φi）
W^１ W^Ｈ

１ W^１W^Ｈ
２

W^２ W^Ｈ
１ W^２W^Ｈ

２

b（矱i，φi） ＝

１
ｅ －ｊφi

Ｈ aＨ（矱i）W^１W^Ｈ
１ a（矱i） aＨ（矱i）W^１W^Ｈ

２ a倡（矱i）

（aＨ（矱i）W^１W^Ｈ
２ a倡（矱i））

Ｈ aＴ（矱i）W^２W^Ｈ
２ a倡（矱i）

１
ｅ －ｊφi ＝

１
ｅ －ｊφi

Ｈ
M^

１
ｅ －ｊφi （１５）

式中：

M^＝
aＨ（矱i）W^１W^Ｈ

１ a（矱i） aＨ（矱i）W^１W^Ｈ
２ a倡（矱i）

（aＨ（矱i）W^１W^Ｈ
２ a倡（矱i）） Ｈ aＴ（矱i）W^２W^Ｈ

２ a倡（矱i）
（１６）

根据文献［５］，定义 zi ＝ｅ －ｊ２πdｓｉｎ矱i／λ，则可以将 a（矱i）改写为 a（zi） ＝［１，zi，z２i ，⋯，zm －１
i ］ Ｔ。 此时矩阵 M^如

式（１６）所示就是 zi 的一个函数，可以利用求解 ｄｅｔ｛M^｝ ＝０ 的根代替求 ＤＯＡ估计，即求出多项式 m２
１ －m２m３

＝０的根。
式中：

m１ ＝aＴ（１／zi）W^１W^Ｈ
１ a（zi）

m２ ＝aＴ（１／zi）W^１W^Ｈ
２ a（１／zi）

m３ ＝aＴ（zi）W^２W^Ｈ
１ a（zi）

（１７）

令 m１ 、m２ 、m３ 系数分别为 c１ ＝［ c１，１ ，c１，２ ，⋯，c１，２m －１ ］
Ｔ、c２ ＝［ c２，１ ，c２，２ ，⋯，c２，２m －１ ］

Ｔ、c３ ＝［ c３，１，c３，２ ，⋯，
c３，２m －１］

Ｔ，则有：

m１ ＝［z－m＋１
i ，⋯，z－１i ，１，zi，⋯，zm－１

i ］c１ ＝∑
２m－１

u ＝１
c１，u zu－mi （１８）

m２ ＝［１，z－１i ，⋯，z－（２m－２）
i ］c２ ＝∑

２m－１

u ＝１
c２，u z－u＋１i （１９）
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m３ ＝［１，zi，⋯，z２m－２
i ］c３ ＝∑

２m－１

u ＝１
c３，u zu－１i （２０）

式中：c１，u ＝ ∑
ｍｉｎ［m，２m－u］

i１ ＝ｍａｘ［１，m－u＋１］
［W^１W^Ｈ

１ ］ i１，u＋i１－m，c２，u ＝ ∑
ｍｉｎ［m，u］

i２ ＝ｍａｘ［１，u－m＋１］
［W^１W^Ｈ

２ ］ i２，u－i２＋１ ，c３，u ＝c倡２，u。

令 m２
１ 、m２m３ 系数分别为 c４ ＝［c４，１ ，c４，２ ，⋯，c４，４m－３］

Ｔ、c５ ＝［c５，１ ，c５，２ ，⋯，c５，４m－３］
Ｔ
可得：

m２
１ ＝［z－m＋１

i ，⋯，z－１i ，１，zi，⋯，zm－１
i ］c１cＴ１ ［z－m＋１

i ，⋯，z－１i ，１，zi，⋯，zm－１
i ］ Ｔ ＝∑

４m－３

v ＝１
c４，v zv－（２m－１）

i （２１）

m２m３ ＝［１，z－１i ，⋯，z－（２m－２）
i ］c２cＴ３ ［１，zi，⋯，z２m－２

i ］ Ｔ ＝∑
４m－３

v ＝１
c５，v zv－（２m－１）

i （２２）

式中：c４，v ＝ ∑
ｍｉｎ［２m－１，v］

i３ ＝ｍａｘ［１，v－２m＋２］
［c１cＴ１ ］ i３，v－i３＋１，c５，v ＝ ∑

ｍｉｎ［２m－１，４m－v－２］

i４ ＝ｍａｘ［１，２m－v］
［c２cＴ３ ］ i４，v＋i４－（２m－１） 。

于是有：

ｄｅｔ｛M^｝ ＝∑
４m－３

v ＝１
（c４，v －c５，v）zv－（２m－１）

i ＝０ （２３）

由于［W^１W^Ｈ
１ ］、［c２cＴ３ ］均为 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵，所以有 c１，u ＝c倡１，２m －u，c５，v ＝c倡５，４m －２ －v。 又因为［c１cＴ１ ］是对称矩

阵，所以也有 c４，v ＝c倡４，４m －２ －v。 也就是说，多项式 ｄｅｔ｛M^｝的系数具有对称特性，且多项式的根以倒数共轭对出
现，这 ２ 个根如不都在单位圆上，则一个根在单位圆里，另一个根在单位圆外。 选取式（２３）求出的位于单位
圆内的最接近单位圆的 p个根，由矱i ＝－ａｒｃｓｉｎ（λａｒｃｔａｎ（zi）／２πd）（ i＝１，２，⋯，p）得到 ＤＯＡ估计值。

３　计算复杂度分析

ＮＣ－ＭＵＳＩＣ子空间类算法的计算可以分为 ３个步骤：构造协方差矩阵、对协方差矩阵进行特征分解及
利用子空间求 ＤＯＡ估计值。 本节对本文提出算法、ＮＣ－ｒｏｏｔ －ＭＵＳＩＣ 算法、ＮＣ －ＥＳＰＲＩＴ算法、ＮＣ －ＭＳＷＦ
－ＭＵＳＩＣ算法各步骤和总的计算复杂度进行分析比较，算法的计算复杂度比较见表 １。

表 １　计算复杂度比较表
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｉｏｎ ｏｎ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ

构造协方差

矩阵

特征分解

求子空间
利用子空间求 ＤＯＡ值 总的计算复杂度

本文算法 O（２m２ l）
O（４pm２ －２p２m） ＋

O（２m（２m－p）２）

O（２m２ l） ＋O（４pm２ －

２p２m） ＋O（２m（２m－p）２）
ＮＣ－ｒｏｏｔ－ＭＵＳＩＣ O（２m２ l） O（８m３ ） O（２m２ l） ＋O（８m３ ）

ＮＣ－ＥＳＰＲＩＴ O（２m２ l） O（８m３ ） O（４p２ （２m－p）） ＋O（２p３ ）
O（２m２ l） ＋O（８m３ ） ＋

O（４p２ （２m－p）） ＋O（２p３ ）

ＮＣ－ＭＳＷＦ－ＭＵＳＩＣ O（２pml） O（（２mp＋m／４ ＋３p）N）
O（２pml） ＋O（（２mp＋

m／４ ＋３p）N）

ＮＣ－ＭＵＳＩＣ O（２m２ l） O（８m３ ） O（（２mp＋m／４ ＋３p）N） O（２m２ l） ＋O（８m３ ） ＋
O（（２mp＋m／４ ＋３p）N）

　　表 １中，N为求 ＤＯＡ估计值的谱峰搜索扫描次数，即 N＝扫描角度范围／扫描步长。 在特征分解求子空
间部分，ＥＰＭ算法的计算复杂度均表示的是求取扩展传播算子及对估计的扩展噪声子空间进行 Ｇｒａｍｍ －
Ｓｃｈｍｉｄｔ正交化这两部分的计算复杂度之和；在利用子空间求 ＤＯＡ估计值部分，ｒｏｏｔ－ＭＵＳＩＣ 类算法的计算
复杂度由于极小而忽略

［５］ 。
如表 １所示， ＮＣ－ｒｏｏｔ－ＭＵＳＩＣ算法避开了求 ＤＯＡ估计值的谱峰搜索过程，使用多项式求根算法快速

求出 ＤＯＡ估计值；ＮＣ－ＥＳＰＲＩＴ算法将空间谱搜索过程转换为对以信号数为维数的矩阵进行特征分解的过
程，大大降低了谱搜索过程的计算量。 但 ＮＣ－ｒｏｏｔ－ＭＵＳＩＣ算法和 ＮＣ－ＥＳＰＲＩＴ算法仍需要生成协方差矩
阵并对其特征分解。 ＮＣ－ＭＳＷＦ－ＭＵＳＩＣ算法避开了生成协方差矩阵，利用正交分解过程快速求出信号子
空间，但其谱峰搜索过程的计算量仍然较大。 而本文提出的算法生成了协方差矩阵，利用扩展传播算子构造
出噪声子空间，与 ＮＣ－ＭＵＳＩＣ算法比较，降低了复杂的特征分解过程的计算量，且利用多项式求根算法快
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速求出了 ＤＯＡ估计值。
假设 p＝２，ｌ＝２００，m＝８，N＝１ ８００（间隔 ０畅１°进行谱峰搜索过程的峰值判断）时，本文算法、ＮＣ－ｒｏｏｔ －

ＭＵＳＩＣ算法、ＮＣ－ＥＳＰＲＩＴ算法、ＮＣ－ＭＳＷＦ－ＭＵＳＩＣ算法、ＮＣ－ＭＵＳＩＣ算法的计算复杂度分别约为２９ １８４、
２９ ６９６、２９ ９３６、７８ ４００、１０１ ６９６ 次复数乘法，计算复杂度逐个增加。 由此可知，本文算法大大减小了 ＮＣ －
ＭＵＳＩＣ算法的计算复杂度，且计算复杂度均小于其余 ３种非圆信号快速算法。

４　仿真实验

仿真运行次数为 ５００ 次，采用入射角度为－５°和 ５°的 ２ 个信号入射，仿真仅对信号入射角度为－５°的信
号进行角度估计（图 １ 中矱i 为正向入射角度，法线方向为 ０°），设定所估计信号的初始非圆相位为 １０°，另一
信号的初始非圆相位为 ２０°。 仿真比较的是本文算法（ＥＰＭ －ｒｏｏｔ －ＭＵＳＩＣ）与 ＮＣ －ｒｏｏｔ －ＭＵＳＩＣ、ＮＣ －ＥＳ-
ＰＲＩＴ、ＮＣ－ＭＳＷＦ－ＭＵＳＩＣ等快速算法与 ＮＣ－ＭＵＳＩＣ算法在不同条件下的均方根误差（ｒｏｏｔ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｅｒ-
ｒｏｒ， ＲＭＳＥ）变化，ＲＭＳＥ曲线对应的值越小，该条件下的算法性能就越好。
由于研究信号源估计值的取值不是本文的重点，故在本仿真条件下使用 ＥＰＭ算法针对不小于 p值的不

同的值进行仿真，取最小 ＲＭＳＥ值为最终结果，以此尽量避免方向向量和噪声子空间不能完全正交对算法的

影响。 ＲＭＳＥ定义为 ∑
５００

q ＝１
［矱^i（q） －矱i（q）］２ ／５００，矱^i 为信号入射角度矱i 的估计值。

图 ２给出了均方根误差与信噪比的关系，其中阵元数为 ６，快拍数为 ２００；图 ３给出了均方根误差与快拍
数的关系，其中信噪比为 １０ ｄＢ，阵元数为 ６；图 ４ 给出了均方根误差与阵元数的关系，其中信噪比为 １０ ｄＢ，
快拍数为 ２００。

图 ２　均方根误差与信噪比关系
Ｆｉｇ畅２　ＲＭＳ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ

ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ＳＮＲ

图 ３　均方根误差与快拍数关系
Ｆｉｇ畅３　Ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ＲＭＳ

　　ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｓｎａｐｓｈｏｔｓ

图 ４　均方根误差与阵元数关系
Ｆｉｇ畅４　Ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｗｅｅｎ ＲＭＳ

　　　　ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ａｒｒａｙｅｌｅｍｅｎｔｓ
　　由以上仿真图可知，所有算法的 ＲＭＳＥ曲线均较接近且呈逐步下降趋势；性能总体最好的算法是求根类
算法；除了小信噪比外，ＥＰＭ－ｒｏｏｔ－ＭＵＳＩＣ算法与 ＮＣ －ｒｏｏｔ －ＭＵＳＩＣ 算法均有相同的渐进性能，好于其它
算法。 运用了扩展传播算子求噪声子空间的算法性能均与原算法性能较为接近，证明了本章提出的 ＥＰＭ类
非圆信号 ＤＯＡ估计快速算法的有效性。

５　结束语

本文提出非圆信号扩展传播算子求根 ＭＵＳＩＣ测向算法，利用扩展传播算子求出噪声子空间，再利用多
项式求根方法求 ＤＯＡ估计值。 仿真结果和计算复杂度表明，本文提出的算法的性能与 ＮＣ －ｒｏｏｔ －ＭＵＳＩＣ、
ＮＣ－ＥＳＰＲＩＴ、ＮＣ－ＭＳＷＦ－ＭＵＳＩＣ等非圆信号快速算法性能相仿，而且计算量小于上述快速算法。
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Abstract：Ｆｏｒ ｒｅｄｕｃｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ ｏｆ ｎｏｎ－ｃｉｒｃｕｌａｒ ｓｉｇｎａｌ， ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ｐｒｏｐｏｓｅｓ ａ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｌｙ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｄｉｒｅｃ-
ｔｉｏｎ－ｏｆ－ａｒｒｉｖａｌ （ＤＯＡ） ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｎｏｎｃｉｒｃｕｌａｒ ｓｉｇｎａｌｓ．Ｆｉｒｓｔｌｙ， ｔｈｅ ａｒｒａｙ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ ｉｓ ｃｏｎ-
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