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摘要　利用空间曲线理论建立了植物叶片的形态模型。 通过调整参数可以得到不同种类的叶
片形态，并且随着叶片轮廓线长度参数的增加，叶片可以生长。 首先根据叶片的轮廓线的特征
构造曲率函数族和挠率函数族，通过解空间曲线的基本方程，绘制出半边叶子的轮廓线。 再利
用对称性得到另半边叶子的轮廓线。 综合利用投影和仿射变换方法确定叶中脉曲线。 通过
Ｌｏｏｐ细分得到光滑的叶面。 在曲率函数是分段幂函数的情况下，证明了二维叶片的生长方向总
是沿着初始叶片的对称轴方向。 通过仿真试验验证了本文算法的可行性。 本文的方法可以绘
制出复杂的叶子。
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植物模拟一直是自然场景绘制的重点。 文献［１］使用物理模型模拟了叶子在秋季的变形，侧重于模拟
叶子的卷曲。 文献［２］开发并完善了多种二维植物叶片的形态模型。 文献［３］通过产生树状结构的方法建
立了叶片的模型，侧重于模拟阔叶植物在风中的真实形态模拟。 文献［４］从图像中重建带叶片的植物，而叶
片模型的建立需要手工辅助。 文献［５］通过轮廓线、轴线和弧度定义叶片，用户采用交互的方法生成各种叶
片造型。 叶子的模拟经常要考虑其动态生长过程。 文献［６］用分形方法对柏叶进行了建模，利用多边形作
为叶片的模型，由于柏叶的叶片细长，该方法很难推广到阔叶植物的模拟。 文献［７］利用样条曲面建立叶子
的模型，而叶子的生长采用人机交互调整控制点的方法。 然而在自然场景的模拟中，叶子随时间的变化过程
经常要由计算机自动完成，而不需要人为的交互。 文献［８］利用 Ｌ－系统建立了叶子的模型，此方法绘制的
叶子可以生长，但正如文献［８］所指出的，该方法只有对小的，平的叶面模拟效果好。 文献［９］是在已知叶子
的测量数据的情况下，先生成一个叶子，然后按比例放大描述叶子由小长大。 该方法能够描述生长前后 ２ 个
叶子的相似性。 但自然界中的叶子的相似性千变万化，需要有新的方法来描述叶子之间的相似性。 文献
［１０］将叶片的几何形态简化为由主脉和边缘轮廓线组成的拓扑结构，利用样条曲线表示叶片的主脉和边缘
轮廓线，２条边缘线的首尾都与主脉线的首尾重合，以构成叶片的主要框架。 但该文使用样条曲线来模拟叶
片的轮廓线，难以实现叶片的自动生长。 本文主要模拟叶片形态，并且要求所模拟的叶片要可生长。
本文将叶片的几何形态简化为由主脉和边缘轮廓线组成的拓扑结构。 使用空间曲线基本方程来描述叶

子的边缘曲线。 要使所模拟的叶片“自动”生长，其关键问题是要实现生长前后的叶片的相似性。 植物叶子
几何形状的形成是自然界中各种复杂内外因素互相影响共同作用的结果。 由于生长环境不同，叶子相似性
的表现也不相同，如有的叶子在生长过程中叶子主轴方向始终不变，而有的则发生了变化，如出现向光性等。
本文在给出了描述叶子的轮廓线的曲率函数族和挠率函数族的基础上，利用空间曲线的基本方程建立了叶
片的形态模型，并且给出了描述叶片在生长过程中相似性参数所满足的条件。 该模型可以描述各种不同种
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类的相似叶片序列。

１　基本理论

1畅1　空间曲线的基本方程
空间曲线理论指出：空间中任意一条初值为 r（０） ＝r０ ，切线方向的初值为α（０） ＝α０，主法线方向的初值

为β（０） ＝β０，副法线方向的初值为γ（０） ＝γ０的曲线的方程 r＝r（s）可由微分方程组（１）解出。 方程组（１）
称为曲线的基本方程。 若ψ（s）≡０，空间曲线为平面曲线。

ｄr
ｄs ＝α；
ｄα
ｄs ＝φ（s）β；
ｄβ
ｄs ＝－φ（s）α＋ψ（s）β；

ｄγ
ｄs ＝－ψ（s）β；

α＝α０；β＝β０；γ＝γ０；
｜α０ ｜＝｜β０ ｜＝｜γ０ ｜＝１；且 γ０ ＝α０ ×β０；
（α０，β０） ＝（α０，γ０） ＝（β０，γ０） ＝０

（１）

式中：φ（s）为曲线的曲率；ψ（s）为曲线的挠率；s是曲线的弧长，本文将 s解释为植物叶子的轮廓线的长或叶
中脉的长。
1畅2　拉伸仿射变换

设有 ２个坐标系［o，e４ ，e５，e６ ］和坐标系［o，e１ ，e２ ，e３ ］，点 P在坐标系［o，e４，e５，e６ ］下的坐标为（u，v，w），
平面分别沿 e１ ，e２ ，e３拉伸 k１，k２ ，k３，则 P点经拉伸后得到的 P＇点在坐标系［o，e４ ，e５ ，e６ ］下的坐标为：

u＇
v＇
w＇

＝（e４ ，e５ ，e６ ） －１（e１ ，e２ ，e３ ）
k１ ０ ０
０ k２ ０
０ ０ k３

（e１ ，e２ ，e３ ） －１（e４ ，e５ ，e６ ）
u
v
w

（２）

1畅3　曲线在平面上的投影公式
设曲线 l离散化后的数据矩阵为 L３ ，其维数为 ３ ×m维，则其在平面π上的垂直投影曲线离散后的矩阵

L４可以表示为：

L４ ＝
A B C
B －A ０
０ C －B

－１ －D ０ ０ ０
０ B －A ０
０ ０ C －B

e
L３

（３）

式中：L３ 为 ３ ×m维矩阵；平面π的方程为 Ax＋By＋Cz＋D＝０。
公式（２）、（３）推导较简单，这里略去。
由于大多叶子的形状是近似对称的，因此我们在叶片形态绘制时，先绘制出半边叶片的轮廓线，再利用

对称性绘制出另半边叶片的轮廓线。

２　二维叶片的绘制

为了提高场景的绘制效率，经常将叶片简化为二维的叶片。 在本文我们也从绘制二维叶片开始。 虽然
叶子的形状很多，但是下边这种情况是一种典型的情况：半边叶片的边缘轮廓线一点的弯曲度大，而其余地
方的弯曲度小。 同时随着叶子的生长，叶边缘线的最大弯曲程度在减少。 为了描述这种情况，我们选取有一
个极值点，凸的，非负的，连续的函数作为曲率函数来刻画叶边缘轮廓线。 而随着轮廓线的增长，其长度与曲
率函数的最大值的乘积为常数。
　　我们首先用式（４）这样的三角型的曲率函数来描述叶片的边缘轮廓线。 即：
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φ１（s） ＝

h１

λ１ s１ s，　０≤s＜λ１ s１ ；

－
h１

（１ －λ１）s１ （s－s１），λ１ s１≤s≤s１
　０≤λ１≤１，０ ＜h１ （４）

式中：s１ 为边缘轮廓线的长度；h１ 为轮廓线的最大弯曲程度。 记边缘线的长度 s１ ＝s１１ ，最大弯曲程度 h１ ＝h１１

的叶片的边缘轮廓线的曲率函数为φ１１（s）；边缘线的长度 s１ ＝s１２，最大弯曲程度 h１ ＝h１２的叶片的边缘轮廓

线的曲率函数为φ１２（s）（s１２ ＞s１１ ）。 为了描述这 ２ 个叶片的相似性，按照前面的分析，我们让 ２ 个叶片的参
数满足 s１１h１１ ＝s１２h１２ ＝μ１。 本文的叶片均以 ＯｐｅｎＧＬ为平台绘制而成。 而方程组（１）的求解使用 ４阶或 ５ 阶
龙格－库塔法。 图 １ 是μ１ ＝２，λ１ ＝０畅７的一族叶子。 图 ２是μ１ ＝６，λ１ ＝０畅９的一族叶子。

图 １　μ１ ＝２，λ１ ＝０畅７的一族叶子

Ｆｉｇ．１　Ａ ｆａｍｉｌｙ ｏｆ ｌｅａｖｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ μ１ ＝２，λ１ ＝０畅７

图 ２　μ１ ＝６，λ１ ＝０畅９的一族叶子

Ｆｉｇ．２　Ａ ｆａｍｉｌｙ ｏｆ ｌｅａｖｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ μ１ ＝６，λ１ ＝０畅９

　　从图１，图２可以看到随着叶子的生长，即轮廓线变长，叶子是相似的。 同时可以看到参数μ１ 和λ１ 改变

后，叶子的形状发生了很大的变化，即参数μ１，λ１ 的取值直接影响着叶子的形状，因此通过修改参数可以改
变叶子的类型。 从图 １、图 ２还可以看出，叶子的生长方向总是不变的，这不是偶然的，事实上有下面的结
论：

　　设 φ２１（s） ＝

h２１

（λs２１） n１ s
n１，　０≤s＜λ２ s２１

h２１

（１ －λ２）
n２ sn２２１

（ s－s２１） n２，　λs２１≤s≤s２１
（５）

φ２２（s） ＝

h２２

（λs２２ ） n１ s
n１ ，　０≤s＜λ２ s２２ ；

h２２

（１ －λ２）
n２ sn２２２

（ s－s２２） n２，　λs２２≤s≤s２２
（６）

式中 n１ ，n２ 为正实数。
定理　设方程组（１）中φ（s） ＝φ２１（s）下所对应的曲线的方程为 r（ s） ＝r２１ （ s），０≤s≤s２１ ，而φ（ s） ＝φ２２

（s）下所对应的曲线的方程为 r（s） ＝r２２ （s），０≤s≤s２２ ，且 s２１h２１ ＝s２２h２２ ＝μ２，则存在常数 k使得（r２１（s２１） －r２１
（０）） ＝k（r２２ （s２２ ） －r２２ （０）），其中 r２１（０） ＝r２２ （０）。
定理证明较长，限于篇幅略去。
该定理表明曲线段 r（s） ＝r２１ （s），０≤s≤s２１ ，r（ s） ＝r２２ （ s），０≤s≤s２２的首尾点在一条直线上。 而曲率函

数φ１１（s），φ１２（s）分别是φ２１（s），φ２２（s）中 n１，n２ ＝１ 的情况。 由此说明叶片的轮廓线的曲率函数如果是φ１

（s），则该叶片的生长方向始终是初始叶片主轴的方向。 因此如果要描述叶片的向光性，也就是叶片的生长
方向会出现变化，则叶片的轮廓线不使用曲率函数φ１（s），或 s１１h１１ ＝s１２h１２ ＝μ１ 不成立。
为了描述这种情况，我们选用如式（７）所示的分段指数型函数作为曲率函数。

φ３（s） ＝
b１ｅb２s，　０≤s＜λs３
b３ｅ －b４s，　λ３ s３≤s≤s３

，　０≤λ３≤１ （７）

式中：b２ ＝ １
λ３ s３ （ ｌｎh３ －ｌｎb１ ）；b３ ＝u３ｅb４s３ ；b４ ＝ １

s３ －λ３ s３ （ ｌｎh３ －ｌｎu３ ）；b１ ，h３ ，u３，λ３ 为独立参数。
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　　图 ３是λ３ ＝０ 时，φ３（ s） ＝b３ｅ －b４s，０≤s≤s３ ，u３１ ＝
u３２ ＝u３３ ＝０畅００１，h３１ s３１ ＝h３２ s３２ ＝h３３ s３３ ＝３０ 的 ３ 个叶
片。 随着轮廓线逐步变长，从图 ３ 明显可以看出叶片
生长方向向上翘，即生长的方向出现了变化。
　　植物的叶子，其细节比较丰富，如其顶端的形状经
常较复杂。 为了模拟其尖端有一个凹点的情况，我们
把曲率函数取为：

图 ３　轮廓线的曲率函数为式（７）的叶片序列
Ｆｉｇ．３　Ａ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｏｆ ｌｅａｖｅｓ ｗｉｔｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎ （７）

ａｓ ｔｈｅｉｒ ｏｕｔｌｉｎｅｓ’ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

φ４（s） ＝

h４ ／λ４１ s４ s，　０≤s＜λ４１ s４
－h４ ／（１ －λ４１）s４ （s－s４ ），　λ４１ s４≤s≤s４
u４ ／λ４２α４ s４ （s－s４ ），　s４≤s＜s４ ＋λ４２α４ s４

－u４ ／（１ －λ４２）α４ s４（s－（１ ＋α４） s４ ），　s４ ＋λ４２α４ s４≤s≤（１ ＋α４） s４

（８）

式中 h４ ＝βu４ ，１ ＜β，０ ＜α４ ＜１。 设初始叶片的轮廓线
的曲率函数的参数 h４ ＝h４１ ，s４ ＝s４１，而生长后的叶片
的轮廓线的参数 h４ ＝h４２ ，s４ ＝s４２ ，为了描述这 ２个叶片
的相似性，令 s４１h４１ ＝s４２h４２ ＝μ４。 图 ４ 是叶边缘曲线的
曲率函数为式 ８的叶片序列。
　　更一般地，曲率函数族和挠率函数族可以取为

图 ４　鸭舌形叶子
Ｆｉｇ．４　Ｄｕｃｋ－ｔｏｎｇｕｅｓｈａｐｅｄ ｌｅａｖｅｓ

φ倡（s） ＝
g１ （s－c１ ） ／c２ ，０≤s≤λ倡 s倡；
g２ （s－c３ ） ／c４ ，λ倡 s倡 ＜s≤s倡．

，φ倡（s）要满足连续性，一般的 g１
倡单调递增，g２

倡单调递减，且 g１ ，

g２ 都是凸函数，并且 s倡 ＝λ倡 s倡时，φ倡（s）达到最大值，而且是唯一的最大值。 任给的２ 个φ倡
１ （s）和φ倡

２ （s）设
他们的最大值分别为 h倡

１ 和 h倡
２ ，２个叶轮廓线的长度分别为 s倡１ 和 s倡２ ，则有 s倡１ h倡

１ ＝s倡２ h倡
２ ＝μ倡。

３　三维叶片的绘制

三维叶片其边缘线和叶主脉既有弯曲又有扭曲。 同二维类似的一个典型的情况是：边缘轮廓线只有一
个点弯曲程度和扭曲程度最大，其余的地方弯曲程度和扭曲程度小，并且随着叶片的生长，其最大弯曲程度
和扭曲程度逐渐减少。 因此我们把挠率函数的形式取得同曲率函数的形式完全一样。 并且随着叶片的生
长，挠率函数的最大值同叶边缘线长度的乘积是一个常数。 在取好曲率函数和挠率函数后，利用方程组（１）
首先绘制好半边叶片的边缘轮廓线，把过半边轮廓线的起点和终点且与轮廓线的初始切向量的夹角为锐角
的平面作为叶片的对称平面。 然后利用对称性绘制好叶片的另半边轮廓线。 再利用式（２）将轮廓线向对称
平面投影，利用式（３）进行拉伸变换，取 z坐标，再将轮廓线向 xoy平面上投影，进行拉伸变换，取（x，y）坐标，
最后把各坐标点（x，y，z）连接起来得到的曲线作为叶片的主脉。 将边缘线和主脉线离散化，连接对应的离散
点形成四边形网格曲面，将该网格曲面采用 ＬＯＯＰ细分的方法进行光滑形成叶片的网格曲面。
为了简化绘制方法，我们如下选边缘轮廓线的初值，即初始轮廓的边缘线的切向量和法向量都在 xoy平

面上，而次法向量平行 z轴，初始点选在原点上。 如果对称平面垂直于 xoy 平面，则其法向量同 z 轴是垂直
的，即法向量同 z轴的夹角的余弦为 ０。 通过让该值在 ０ 的范围内波动，可以控制叶子的开合。
对称平面的求法。 设对称平面的法向量为（γ１，γ２，γ３），则有：

γ２
１ ＋γ

２
２ ＋γ

２
３ ＝１

０· γ１ ＋０· γ２ ＋１· γ３ ＝θ
f１ · γ１ ＋f２ · γ２ ＋f３ · γ３ ＝０

（９）

式中：向量（ f１ ，f２ ，f３）为轮廓线首尾连线的法向量；θ为 z轴与法向量（γ１，γ２，γ３）的夹角余弦 θ已知。 通过方
程组（９）可以解出法向量（γ１，γ２，γ３），再利用轮廓线的首尾坐标就可以写出对称平面的方程了。
图 ５是使用本节的方法绘制的边缘线，并贴图得到的一组三维叶子。 其中曲率函数为式（４），挠率函数

为式（１０），叶轴方程为“相似”曲线族起点和终点所在的直线，初始位置 r（s０ ） ＝（０，０，０），λ１ ＝０畅９５，初始切
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向量α（s０ ） ＝ ｃｏｓ π
４ ，－ｓｉｎ π

４ ，０ ，初始主法向量β（ s０ ） ＝ ｓｉｎ π
４ ，ｃｏｓ π

４ ，０ ，初始从法向量 β（ s０ ） ＝（０，０，

１），μ１ ＝５，v１１ s１１ ＝v１２ s１２ ＝η＝４。

ψ１（s） ＝
v１ ／λ１ s１ s，　０≤s＜λ１ s１

－v１ ／（１ －λ１）s１（s－s１ ），　λ１ s１≤s≤s１
　，　０≤λ１≤１，０ ＜h１ （１０）

图 ６是叶中脉向对称平面进行了投影，并实施了仿射变换了的叶片序列。 图 ７ 是把这些叶片放到一个
枝上的效果。 从图 ５ 和图 ６可以看出生长前后的叶片是相似的。

图 ５　s１ 取不同值时的三维叶片
Ｆｉｇ．５　３Ｄ ｌｅａｖｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ s１

图 ６　由叶边缘线投影的叶中脉的叶片序列
Ｆｉｇ．６　Ａ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｏｆ ｌｅａｖｅｓ ｗｈｏｓｅ ｍｉｄｄｌｅ

ｖｅｉｎｓ ａｒｅ ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅｉｒ ｅｄｇｅｓ
　　讨论：在本文为了得到生长后 ２ 个叶子的相似性，我们对曲率函数
和挠率函数的参数分别进行了约束 s１１ h１１ ＝s１２ h１２ ＝μ１，s１１ v１１ ＝s１２ v１２ ＝
η１。 其实还有很多的约束方式，如 g（ s１１ ） f（h１１ ） ＝g（ s１２ ） f（h１２ ） ＝μ１

等，一般来说 f，g要满足单调性，但是函数 f，g 到底如何取，则要根据
叶片的具体的情况。

４　掌形叶片的绘制 图 ７　一个枝上相似的叶子
Ｆｉｇ．７　Ｓｉｍｉｌａｒ ｌｅａｖｅｓ ｏｎ ａ ｂｒａｎｃｈ

　　掌形叶片一般 ３ 裂或 ５ 裂，形成深缺口。 我们把叶片的基部到叶片顶端的各裂依次称为 １ 裂、２ 裂、３
裂，⋯⋯，并且把叶片看成是对称的。 掌形叶片的各裂可以看成不全的椭圆形的叶片，整个叶片可以看成各
叶片组成的。 我们先绘制半边轮廓线，然后再绘制另半边轮廓线，并且把初始的切向量和法向量放在 xoy平
面上。
　　首先按第 ２节或第 ３ 节的方法，绘制第一裂的半
边轮廓线，然后根据对称性再绘制该裂的另半边轮廓
线。 再从该边轮廓线上选一点，从该点开始绘制第二
裂的半边轮廓线，然后根据对称性绘制出该级裂片的
另半边轮廓线。 依相同的方式绘制出下一裂的轮廓
线。 最后再绘制出各裂主脉。 需要注意的是下一裂的
轮廓线的初始切向量同 x轴的夹角小于本裂的轮廓线
同 x轴的夹角。 图 ８是按这种方法绘制的生长的掌形
叶片序列。

图 ８　生长的掌形叶片序列
Ｆｉｇ．８　Ａ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｏｆ ｇｒｏｗｉｎｇ

ｐａｌｍ－ｓｈａｐｅｄ ｌｅａｆ ｌｅａｖｅｓ

５　结束语

本文利用空间曲线理论建立了植物叶片的形态模型。 给出了常见形状叶片的边缘线的曲率函数族和挠
率函数族。 通过调整参数可以得到不同种类的叶片，并且随着叶片轮廓线参数的增加，叶片可以生长。 在曲
率函数是分段幂函数的情况下，在给定的条件下，证明了二维叶片的生长方向总是沿着初始叶片的对称轴方
向。 本文的方法可以绘制出复杂的叶子，如掌形叶子等，这对于模拟复杂植物场景有重要意义。
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Simulation of Plant Leaves Based on Space Curve Theory
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Abstract：Ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ｈａｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔ ｌｅａｆ ｓｈａｐｅｓ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｓｐａｃｅ ｃｕｒｖｅ ｔｈｅｏｒｙ．Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｙｐｅｓ
ｏｆ ｌｅａｆ ｓｈａｐｅｓ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ａｄｊｕｓｔｉｎｇ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ， ａｎｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｏｆ ｌｅａｆ ｏｕｔｌｉｎｅ ｌｅｎｇｔｈ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ，
ｌｅａｖｅｓ ｃａｎ ｇｒｏｗ．Ｆｉｒｓｔ， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｌｅａｖｅｓ， ｔｈｅ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ａｎｄ ｔｏｒｓｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｄｇｅ
ｌｉｎｅ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｏｕｔｌｉｎｅｓ ｏｆ ｈａｌｆ ｌｅａｖｅｓ ａｒｅ ｄｒａｗｎ ｂｙ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｐａｃｅ ｃｕｒｖｅｓ，
ａｎｄ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｈａｌｆ ｅｄｇｅ ｏｆ ｌｉｎｅ ｉｓ ｄｒａｗｎ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｓｙｍｍｅｔｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｌｅａｖｅｓ．Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｖｅｎａｔｉｏｎｓ
ｃａｎ ｂｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ａｆｆｉｎｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ．Ｌｏｏｐ ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｕｓｅｄ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ
ｓｍｏｏｔｈ ｌｅａｖｅｓ．Ｉｎ ｔｈｅ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｐｏｗｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ， ｔｈｅ ｇｒｏｗｔｈｓ ｏｆ ｔｗｏ－ｄｉ-
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