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斜对称 q２ －分圆陪集及其应用研究

李瑞虎，　左　飞，　刘　杨
（空军工程大学理学院，陕西　西安　７１００５１）

摘要　引入斜对称 q２ －分圆陪集及斜非对称偶的概念，深入考察了 n ＝q２m －１ 时斜对称分圆陪
集及斜非对称偶的性质及确定方法。 以此为基础研究了 Ｈｅｒｍｉｔｅ 对偶包含 ＢＣＨ 码的极大设计
距离。 解决了前人留下的一个疑难问题，并改进了前人的一个判别上界，所得到的界是紧的。
再利用所得到的满足 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶包含条件的非狭义 ＢＣＨ码构造出一些具有很好参数的量子
纠错码，这些量子码超过已有文献中由狭义 ＢＣＨ码构造的量子纠错码。
关键词　q２ －分圆陪集； 斜非对称偶； ＢＣＨ码； 量子码
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量子纠错码是量子计算和量子通信的保障，构造具有良好参数的量子纠错码则是其中的最重要研究内
容。 文献［１ －３］先后建立了二元加性量子纠错码以及 q －元加性量子纠错码与自正交经典线性码的联系。
基于这些工作，人们开始研究用特殊自正交经典线性码构造二元和非二元（q －元）量子纠错码［３ －７］ 。 而利
用经典线性码构造量子纠错码首先要解决经典线性码的自正交性（或对偶包含判定条件）问题， 文献［４ －
５］先后讨论了本原与非本原 ＢＣＨ码的对偶包含判定条件，以及用对偶包含 ＢＣＨ码构造量子纠错码的参数。
２００９年 Ｇｕａｒｄｉａ［６］发现性能优越的非狭义 ＢＣＨ码满足对偶包含条件，并用非狭义 ＢＣＨ码构造出更好的量子
码。
本文将文献［７］中的 ２ －分圆陪集的对称性与非对称偶概念推广至 q２ －分圆陪集，我们用分圆陪集理论

再深入研究 q２ －元 ＢＣＨ码包含其Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶码的条件，解决文献［４ －５］留下的一个疑难问题，并改进 n＝
q２m －１且 m为偶数时，一般 ＢＣＨ码满足对偶包含的极大设计距离的上界。 为此，介绍本文需要的相关概念
和结论。

１　q２ －分圆陪集与 ＢＣＨ码
设 q为素数的幂， n ＞１为正整数且 ｇｃｄ（n，q） ＝１。 若 x为整数且满足０≤x＜n， x模 n的 q２ －分圆陪集

Cx 为：
Cx ＝｛x，xq２，x（q２ ）２ ，⋯，x（q２ ） k －１｝（ｍｏｄ n） （１）

式中 k是使得（q２ ） k s≡x（ｍｏｄ n）的最小正整数。 若（n－qx）（ｍｏｄ n）∈Cx， 称 Cx 为斜对称的； 否则，称其为
斜非对称的。 斜非对称的模 n的 q２ －分圆陪集 Cx 和 C －qx ＝Cn －qx成对出现，叫做模 n的 q２ －斜非对称偶（简
称斜非对称偶）， 记为（Cx，C －qx）。
约定： 为下文叙述方便，我们将集合｛１，２，⋯，n－１｝叫做区间［１，n －１］，它的子集｛e，e ＋１，e ＋２，⋯，f｝

叫做区间［e，f］。 将 T＝Cb∪Cb ＋１∪⋯∪Cb ＋δ－１记为 T＝T［ b，b ＋δ－１］ 。
定义　若 q２ －元域 Fq２上码长为 n的循环码 C的定义集合为 T＝T［ b，b ＋δ－１］ ， C叫做 Fq２上的设计距离为 δ
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的 ＢＣＨ码，［b，b＋δ－１］叫做 C的定义区间。 当 n ＝q２m －１ 时 C叫做本原 ＢＣＨ码；如果 b ＝１， C叫做狭义
ＢＣＨ码， 否则叫做非狭义 ＢＣＨ码。
关于 Fq２上循环码 C包含其 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶，文献［４ －５］得到如下判断方法：
引理 １　若 ｇｃｄ（n，q） ＝１，Fq２上循环码 C的定义集合 T，则 C包含其 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶的充要条件是 T∩T －q

＝碬， 其中 T －q ＝｛ －qx｜x∈T｝。
具体到 Fq２上的 ＢＣＨ码 C， 引理 １ 可具体用 q２ －分圆陪集描述如下：
引理 ２　若 ｇｃｄ（n，q） ＝１， Fq２上的 ＢＣＨ码 C的定义集合 T＝Cb∪Cb ＋１∪⋯∪Cb ＋δ－１ ＝T［ b，b ＋δ－１］ ，则 C包

含其 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶的充要条件是每个 Cb ＋i为斜非对称的，且 Cb ＋i与 Cb ＋j不构成斜非对称偶， ０≤i，j≤δ－１。
文献［４ －５］得到 q２ －元狭义 ＢＣＨ码包含其 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶码的一些必要或充分条件，同时给出一般 ＢＣＨ

码满足对偶包含时极大设计距离的上限；但是它所给出的上限太弱，且还有 n ＝q４ －１ 这一情况未解决。 文
献［６］所给出满足对偶包含条件非狭义 ＢＣＨ码的设计距离比较小，还可以进一步改进。 关于 Fq２上 ＢＣＨ码
C包含其 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶，文献［４ －６］得到的结论可概括如下：
引理 ３［４ －５］　若 n＝q２m －１，q为素数的幂且 m≥３ （m为偶数或奇数），δｍａｘ ＝qm ＋１ －q２ ＋１， 则设计距离 δ

≤δｍａｘ的狭义本原 ＢＣＨ码包含其 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶。 而当 m≥４ 为偶数时， 则设计距离 δ≥２δｍａｘ的本原 ＢＣＨ 码
（狭义或非狭义）一定不包含其 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶。
引理 ４［６］　若 n＝q２m －１，q≥３ 为素数的幂，则有如下结论成立：
１） 若 m＝２， δ≤q２ ， 则存在设计距离为 δ的非狭义 ＢＣＨ码包含其 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶；
２） 若 m≥４， δ≤２q２ ＋２， 则存在设计距离为 δ的非狭义 ＢＣＨ码包含其 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶。

２　Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶包含的 ＢＣＨ码的极大设计距离
本节讨论 m为偶数时，如何改进引理 ３ 和引理 ４ 的结论，同时确定出 n ＝q４ －１ 时 ＢＣＨ码包含其 Ｈｅｒ-

ｍｉｔｅ对偶的极大设计距离。 本文的主要结论是：
定理 １　若 n＝q４ －１，q为素数的幂，δｎｅｗ ＝q３ －q２ ＋q－１， 则设计距离 δ≤δｎｅｗ的狭义本原 ＢＣＨ码包含其

Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶。 并且任何设计距离 δ≥δｎｅｗ ＋１的本原 ＢＣＨ码（狭义或非狭义）一定不包含其 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶。
定理 ２　n＝q２m －１，q为素数的幂，且 m≥４为偶数，δｍａｘ ＝qm ＋１ －q２ ＋１，
１）存在设计距离为 δ＝δｍａｘ ＋１的非狭义本原 ＢＣＨ码包含其 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶；
２）设计距离为 δ≥δｍａｘ ＋２的本原 ＢＣＨ码（狭义或非狭义）一定不包含其 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶。
设 s ＝q２（m －１） ＋q２（m －２） ＋⋯＋q２ ＋１。 因为（q２ －１）s≡０（ｍｏｄ n）， 所以 q２ s≡s（ｍｏｄ n），Cis ＝｛ is｝。 若 Cxs

为斜对称的，则 xs＝－q（xs），所以（q ＋１） xs≡０（ｍｏｄ n），即（q －１） ｜x。 所以，斜对称分圆陪集有 C（ q －１） s，
C２（ q －１） s，⋯，Cq（ q －１） s及 C０ 。 利用（q－１）s，２（q －１） s，⋯，q（q －１） s，可将［１，n －１］分成如下（q ＋１）个区间。
［１，（q－１）s －１］，［（q－１）s＋１，２（q－１）s－１］，⋯，［q（q－１）s＋１，（q２ －１）s－１］。
我们证明定理 １ 和定理 ２的思路是将［１，n－１］分成若干个小区间，小区间的元素个数为 δｍａｘ或 δｍａｘ －１，

再考察小区间中某些特殊元素所在分圆陪集的斜对称性以及斜非对称偶如何确定。 若以［ i， j］为定义区间
的 ＢＣＨ码包含其 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶，则［ i， j］必在上述某个区间之内。 为此仅需要考察以上（q ＋１）个区间内元
素的分圆陪集及其非对称偶。 下面以 n＝q４ －１为例，说明对偶包含其 ＢＣＨ码的极大设计距离如何确定。
将［１，n－１］分成（q＋１）个区间［１，（q －１） s－１］， ⋯， ［q（q －１） s ＋１，（q２ －１） s－１］， 每个包含的元素

个数为（q－１）s－１ ＝qm ＋１ －q２ ＋q－２，从而不存在 δ≥q３ －q２ ＋q的 ＢＣＨ码包含其 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶。 由文献［５］
的定理 １８可知，T ＝C１ ∪C２ ∪⋯∪Cq３ －q２满足条件 T∩T －q ＝碬。 容易证明 T［１，（ q －１） s －１］ ＝C１ ∪C２ ∪⋯∪
Cq３ －q２ ＋q －２ ＝T， 因此设计距离 δ≤δｎｅｗ的狭义本原 ＢＣＨ码包含其 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶。

３　应用

利用定理 １和定理 ２ 的结果，可用非狭义对偶包含其 ＢＣＨ码构造出距离 ３≤d≤δｍａｘ ＋１ 的量子码，这些
量子码超过已有文献中由狭义 ＢＣＨ码构造的量子纠错码。 距离 ３≤d≤２q２ ＋２的量子码与文献［６］一样，这
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里仅列出 n ＝q４ －１，q＝４时，２q２ ＋３≤d≤δｎｅｗ ＝q３ －q２ ＋q－１的量子码。
表 １　n＝q４ －１，q＝４时，非狭义 ＢＣＨ码构造的量子码与狭义 ＢＣＨ码构造的量子码比较

Ｔａｂ畅１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｑｕａｎｔｕｍ ｃｏｄｅｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｆｒｏｍ ｎｏｎ－ｎａｒｒｏｗ－ｓｅｎｓｅ ａｎｄ ｎａｒｒｏｗ ｓｅｎｓｅ ＢＣＨ ｃｏｄｅｓ，ｆｏｒ n＝q４ －１，q＝４
非狭义 ＢＣＨ码 新量子码 狭义 ＢＣＨ码 已知量子码

｜T［１７，３４ ＋i］ ｜＝３２ ＋２i ［［n，n－２（３２ ＋２i），１９ ＋i］］４ 3｜T［１，１８ ＋i］ ｜＝３３ ＋２i ［［n，n－２（３３ ＋２i），１９ ＋i］］４

｜T［１７，４８］ ｜＝⋯＝｜T［１７，５０］ ｜＝６０ �［［n，n－２ ×６０，３５］］４ 湝｜T［１，３２］ ｜＝｜T［１，３３］ ｜＝６１ W［［n，n－２ ×６１，３４］］４

｜T［１７，５１］ ｜＝６１ r［［n，n－２ ×６１，３６］］４ 湝｜T［１，３４］ ｜＝６２ 唵［［n，n－２ ×６２，３５］］４

４　结论

通过引入斜对称 q２ －分圆陪集及斜非对称偶的概念，研究斜对称分圆陪集及斜非对称偶的性质及确定
方法。 我们确定出 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶包含本原 ＢＣＨ码的极大设计距离。 解决了前人留下的一个疑难问题，并改
进了前人的一个判别上界。 利用本文的理论和方法，可进一步研究 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶包含非本原 ＢＣＨ码的极大
设计距离，构造出新的量子纠错码。
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