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一种改进不等间距灰色预测模型

王晗中，　杨江平，　黄美荣，　刘　飞
（空军雷达学院， 湖北　武汉　４３００１９）

摘　要：传统不等间距灰色模型 ＵＧＭ（１，１）及其改进型都是基于指数模型建立的，仅对指数变
化规律序列有较好的预测精度，而对于常见的线性变化序列则预测误差较大。 针对该问题，通
过模型拓展，在现有文献模型的基础上增加线性因素，并采用新陈代谢的思想，提出一种改进不
等间距灰色预测模型 ＡＵＧＭ（１，１），并进行实例仿真比较分析。 结果表明：改进模型在预测精度
和实用性上均有较大改善，且克服了传统灰色预测模型不适用于线性变化序列预测的局限，拓
宽了灰色预测模型的适用范围。
关键词：灰色预测模型；ＵＧＭ（１，１）模型；ＡＵＧＭ（１，１）模型
DOI：１０畅３９６９／ｊ畅ｉｓｓｎ畅１００９ －３５１６畅２０１０畅０６畅０１６
中图分类号： ＴＰ３０１畅６；Ｎ９４１畅５　文献标识码：Ａ　文章编号：１００９ －３５１６（２０１０）０６ －００７５ －０５

灰色预测模型广泛应用于“少数据”、“贫信息”、“不确定性”条件下的故障预测，但基本的灰色预测模
型 ＧＭ（１，１）及其改进型都是基于等间距的条件建立的，而在预测实践中，完全等间距的数据很难获得，这大
大限制了基本灰色预测模型的适用范围

［１］ 。 因此，建立不等间距的灰色预测模型具有更重要的现实意义。
当前处理不等间距的方法主要有插值法［２］ 、生成新数列法［３ －４］ 、传统不等间距灰色模型法 ＵＧＭ（１，１） ［５ －６］ 。
第 ３种方法克服了前 ２ 种方法的局限，且计算简便，预测精度较高，但其采用紧邻均值法的背景值构造方法
不足以反映背景值在建模中的作用，且当序列变化急剧时，预测误差较大。 针对传统 ＵＧＭ（１，１）模型背景值
构造的缺陷，文献［７］通过对一次累加生成序列的拟合来实现背景值的精确计算，提出了一种不等间距 ＧＭ
（１，１）精确建模方法，有效提高了模型的预测精度。 但由于其采用的是一种 x^（１） （ki） ＝cｅdk i的指数形式对一
次累加生成序列进行拟合，因此仅对具有指数规律变化的序列有较好的预测精度，而对常见的线性变化序列
预测则不适用。

１　传统 ＵＧＭ（１，１）模型

假设原始数据序列为：
X（０） （ki） ＝｛x（０） （k１ ），x（０） （k２ ），⋯，x（０） （kn）｝ （１）

式中Δki ＝ki －ki －１≠ｃｏｎｓｔ，i＝２，３，⋯，n。 将间距作为乘子，对原始数据列进行一次累加生成，得：

X（１） （ki） ＝｛x（１） （k１ ），x（１） （k２ ），⋯，x（１） （kn）｝ （２）

式中 x（１） （ki） ＝∑
i

j ＝１
x（０） （kj）Δkj。 对 x（１） （ki）建立白化微分方程：

ｄx（１） （k）
ｄk ＋ax（１） （k） ＝b （３）
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将微分方程离散化：
x（０） （ki ＋１） ＋az（１） （ki ＋１） ＝b （４）

式中 z（１） （ki ＋１）为 x（１） （ki）在区间［ki，ki ＋１］上的背景值，采用紧邻均值法，令 z（１） （ki ＋１） ＝１
２ ［x（１） （ki ＋１） ＋

x（１） （ki）］，a^＝［a，b］ Ｔ，用矩阵形式表示式（４），即：

B＝A a^ （５）

式中：A＝

－z（１） （k２ ） １

－z（１） （k３ ） １

… …

－z（１） （kn） １

；B＝

x（０） （k２ ）
x（０） （k３ ）

…

x（０） （kn）

。 采用最小二乘法求解式（５）得：

a^＝（AＴA） －１AＴB （６）

将求得的灰参数 a^代入白化微分方程（３），得一次累加序列的预测表达式：

x^（１） （ki） ＝ x（０） （k１ ） －b
a ｅ －a（ k i－k１） ＋b

a ，i＝１，２，⋯，n （７）

再将式（７）累减还原，得原始数据的预测表达式：

x^（０） （ki ＋１） ＝
x^（１） （ki ＋１） －^x（１） （ki）

Δki ＋１
＝ １
Δki ＋１

（１ －ｅaΔk i＋１） x（０） （k１ ） －b
a ｅ －a（ ki＋１ －k１） ，i ＝１，２，⋯，n （８）

２　改进不等时距灰色模型

本文通过在文献［７］的一次累加生成序列拟合模型 x^（１） （ki） ＝cｅdk i（c，d为常系数）中增加线性因素，使

其同样适用于线性变化序列的预测，并结合新陈代谢思想［８］在实际预测中的意义，提出一种改进不等间距

灰色模型 ＡＵＧＭ（１，１）。
选取原始数据序列的前 m个数据作为初始建模数据，即 X（０） （ki） ＝｛x（０） （k１ ），x（０） （k２ ），⋯，x（０） （km）｝。

设一次累加生成序列表达式为：
x^（１） （ki） ＝c１ｅvk i ＋c２ki ＋c３ ，i＝１，２，⋯，m （９）

式中 v，c１，c２ ，c３ 为待定参数。 式（９）构建的基本思想是：当 c１ ＝０时，其为一般线性回归模型，可实现线性变

化序列的预测；当 c２ ＝０时，则为传统的灰色预测模型，对指数变化序列有较高的预测精度。 因此，采用式

（９）构造的模型即适用于指数变化的序列预测，也同样适用于线性变化序列的预测。
该模型运算步骤如下：
１）v值求解。
由式（９）得：

x^（１） （ki ＋１） －^x（１） （ki） ＝c１（ｅvk i＋１ －ｅvki） ＋c２ （ki ＋１ －ki） （１０）

又有 x^（１） （ki ＋１） －^x（１） （ki） ＝^x（０） （ki ＋１）Δki ＋１，ki ＋１ －ki ＝Δki ＋１，式（１０）简化得：

x^（０） （ki ＋１） ＝
c１

Δki ＋１
（ｅvk i＋１ －ｅvk i） ＋c２ （１１）

由式（１１）可得：

x^（０） （ki ＋１） －^x（０） （ki） ＝
c１

Δki ＋１
（ｅvki ＋１ －ｅvk i） －

c１
Δki（ｅ

vt i －ｅvki－１）

x^（０） （ki） －^x（０） （ki －１） ＝
c１
Δki（ｅ

vt i －ｅvk i－１） －
c１

Δki －１
（ｅvk i－１ －ｅvk i－２）

，　i＝２，３，⋯，m－１ （１２）

用 x（０） （ki）取代 x^（０） （ki），则由式（１２）可得：
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x（０） （ki ＋１） －x（０） （ki）
x（０） （ki） －x（０） （ki －１）

＝

ｅvk i＋１ －ｅvk i
Δki ＋１

－ｅvk i －ｅvk i－１Δki
ｅvki －ｅvki－１

Δki －ｅvk i－１ －ｅvk i－２Δki －１

，　i＝３，４，⋯，m－１ （１３）

则 v值可由式（１３）求得，但应注意不同的 i值对应不同的 v值。 考虑到灰色预测一般都应用于数据较少的
序列，因此，一种合理的方法就是取其平均值为最后的 v值，即：

v＝ １
m－３∑

m －１

i ＝３
vi （１４）

２）c１ ，c２ ，c３ 值求解。
令 l（ki） ＝ｅvk i，用 x（１） （ki）取代 x^（１） （ki），则式（９）变为：

x（１） （ki） ＝c１ l（ki） ＋c２ki ＋c３ （１５）
用矩阵形式表示上式，并采用最小二乘法求解得：

C＝（AＴA） －１AＴX（１） （１６）

式中：X（１） ＝

x（１） （k１ ）
…

x（１） （kn）
；A＝

l（k１ ） k１ １

… … …
l（kn） kn １

；C＝

c１
c２
c３

。

３）数据还原。
将 v，c１ ，c２ ，c３ 值代入式（９），再经式（８）进行累减还原得预测值 x^（０） （km ＋１）。
４）新陈代谢。
添加 x^（０） （km ＋１）到原始数据序列并删除 x（０） （ k１ ），经过上述 ３ 个步骤，运算得 x^（０） （km ＋２ ），再添加 x^（０）

（km ＋２）到原始数据序列并删除 x（０） （k２ ），同理运算得 x^（０） （km ＋３），以此类推直到最后求得 x^（０） （kn）。

３　应用实例

为检验改进模型性能，选用文献［７］中算例。 算例中钛合金疲劳强度随温度的变化实测数据见表 １。
表 １　钛合金疲劳强度与温度的关系

Ｔａｂ．１ Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｆａｔｉｇｕｅ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ａｎｄ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｏｆ ｔｉｔａｎｉｕｍ ａｌｌｏｙ
温度／℃ １００  １３０ 挝１７０ 剟２１０ ;２４０ 耨２７０ Ё３１０ ]３４０  ３８０

疲劳强度σ－１ ５６０ 栽．００ ５５７ 妸．５４ ５３６ @．１０ ５１６ 鼢．１０ ５０５ �．６０ ４８６ c．１０ ４６７  ．１０ ４５３ 舷．８０ ４３６ 唵．４０

　　选用表 １中前 ６ 个实测数据 X（０） （ki） ＝｛５６０畅００，５５７畅５４，５３６畅１０，５１６畅１０，５０５畅６０，４８６畅１０｝用于建立预
测模型，后 ３个实测数据用于模型预测检验。
3畅1　传统 ＵＧＭ（1，1）模型

根据第 １节公式，采用 Ｍａｔｌａｂ编程计算可得：a＝０畅０００ ９，b ＝５６４畅２９５ ７。 将 a 和 b 值代入式（８），得传
统 ＵＧＭ（１，１）模型的预测表达式：

x^（０） （ki ＋１） ＝ １
Δki ＋１

（１ －ｅ０畅０００ ９Δki＋１）（x（０） （k１ ） －６２６ ９９５畅２２）ｅ －０畅０００ ９（ ki＋１ －１００） ，　i ＝１，２，⋯，９ （１７）

将 k７ ＝３１０，k８ ＝３４０，k９ ＝３８０代入上式，得相应预测值为：

x^（０） （k７ ） ＝４７１畅８３６ ７，x^（０） （k８） ＝４５６畅５９８ ４，x^（０） （k９ ） ＝４４１畅８７４ ９
3畅2　ＡＵＧＭ（1，1）模型

根据第 ２节计算公式，经 Ｍａｔｌａｂ编程计算得：
v１ ＝０畅００１ ４，C＝（ －１８７ ０６０，８６０，１２９ ７２０） Ｔ，x^（０） （k７ ） ＝４６７畅５９０ ３

添加 x^（０） （k７）并删除 x（０） （k１ ），计算得：

v２ ＝０畅０００ ８，C＝（ －６１２ ７９０，１０７ ０，５５ ７１３０） Ｔ，x^（０） （k８ ） ＝４５４畅２０１ ０

再添加 x^（０） （k８）并删除 x（０） （k２ ），同理得：
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v３ ＝０畅００１ ８，C＝（ －１０２ ５２０，７５０，４８ ６８０） Ｔ，x^（０） （k９ ） ＝４３５畅６２３ ６
３种模型的预测结果及相对误差见表 ２。

表 ２　不同模型预测结果及相对误差

Ｔａｂ．２ Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｄａｔａ ａｎｄ ｉｔ＇ｓ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｄｅｌｓ
实测数据 传统 ＵＧＭ（１，１）模型 文献［７］模型 ＡＵＧＭ（１，１）模型

温度／℃ 疲劳强度 预测值 相对误差（％） 预测值 相对误差（％） 预测值 相对误差（％）
３１０ 行４６７ B．１０ ４７１  ．８３６ ７ ０  ．９４９ ２ ４６９ 晻．０１０ ３ ０ 北．３４３ ８ ４６７ &．５９０ ３ ０ A．０４０ ７
３４０ 行４５３ B．８０ ４５６  ．５９８ ４ ０  ．６１６ ７ ４５３ 晻．４９１ ０ ０ 北．０６７ ５ ４５４ &．２０１ ０ ０ A．０８８ ４
３８０ 行４３６ B．４０ ４４１  ．８７４ ９ １  ．２５４ ６ ４３８ 晻．５２３ ６ ０ 北．４８５ ２ ４３５ &．６２３ ６ ０ A．１７９ ９

平均相对误差Δ（％） ０ �．９４０ ２ ０ 寣．２９８ ８ ０  ．１０３ ０

　　从表２中３种预测模型的平均相对误差珚Δ可以看出，由于采用了新陈代谢的思想，及时将新数据置入模
型并相应去除旧数据，充分利用了新数据包含的系统运行趋势信息，ＡＵＧＭ（１，１）模型的预测精度较文献
［７］模型得到进一步提高。 同样，为验证 ＡＵＧＭ（１，１）模型也适用于线性变化序列的预测，本文任意构造一
线性函数：y（ ti） ＝２ti ＋３，相应数据序列为：t ＝（１，３，４，６，９，１０，１３，１５，１６），y ＝（５，９，１１，２１，２３，２９，３３，３５）。
同样选用前 ６个数据建立预测模型，后 ３个数据用于模型预测检验。 采用上述 ３种预测模型及计算方法，由
于计算过程相同，此处直接给出各模型的预测结果及相对误差见表 ３。

表 ３　不同模型预测结果及相对误差

Ｔａｂ．３　Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｄａｔａ ａｎｄ ｉｔ＇ｓ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｄｅｌｓ
实测数据 传统 ＵＧＭ（１，１）模型 文献［７］模型 ＡＵＧＭ（１，１）模型

时间／ｓ 数值 预测值 相对误差（％） 预测值 相对误差（％） 预测值 相对误差（％）
１３ q２９ 构３０ �．０１６ ９ ２ 膊．９４９ ２ ２９  ．０８８ ４ ０ C．３０５ ２ ２９ 　．３０４ ５ １ 佑．０５０ ０
１５ q３３ 构４０ �．０２２ ７ ２１ 缮．２８０ ９ ３７  ．７４５ ６ １４ Y．３８０ ６ ３２ 　．８１６ １ ０ 沣．５５７３
１６ q３５ 构４７ �．５６３ １ ３５ 缮．８９４ ６ ４２  ．９９６ ３ ２２ Y．８４６ ６ ３４ 　．８３４ ４ ０ 佑．４７３ １
平均相对误差Δ（％） ２０ ゥ．２２７ ４ １２ 5．５１０ ８ ０ �．６９３ ５

　　可见文献［７］构建的不等间距灰色精确模型，虽通过背景值的精确计算，在预测精度上较传统 ＵＧＭ（１，
１）模型有所改善，但其预测误差仍然较大，无法满足实际需求。 究其原因，主要是由于其对一次累加生成序
列进行拟合时，采用的是指数函数的形式。 ＡＵＧＭ（１，１）模型由于在原有模型的基础上增加了线性因素，从
表 ４ 的预测结果可以看出，其对线性变化序列的预测仍保持了较高的预测精度，进一步拓展了传统灰色模型
的应用范围。

４　结束语

本文针对文献［７］构建的不等间距灰色精确模型不适用于线性变化序列预测的不足，通过在原有模型
的基础上增加线性因素，并结合新陈代谢思想在实际预测实践中的意义，提出了一种改进不等时距灰色模
型，详细阐述了模型的建模和求解过程，最后通过算例仿真及比较分析。 结果表明：改进模型在预测精度和
实用性方面都得到较大改善。 此外，ＡＵＧＭ（１，１）模型由于增加了线性因素，使其同样适用于线性变化序列
的预测，进一步拓宽了传统灰色预测模型的应用范围，具有更广泛的应用价值。
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