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模糊随机多目标规划性质的研究

寇光兴，　李炳杰，　郑明发
（空军工程大学　理学院， 陕西　西安　７１００５１）

摘　要：在模糊随机环境下，针对于多目标规划问题的性质，给出了一系列的重要结论。 首先，
基于模糊随机理论，提出了模糊随机多目标规划问题的期望值模型，实现了对实际问题的不确
定性到确定性的转化， 并为解决实际问题提供了理论模型。 规划问题的凸性在优化理论中占
有非常重要的地位，因此，对于所提出模型的凸性，利用模糊随机变量的期望值的特殊性质，给
出了严格的证明。 定义了模糊随机多目标规划的期望值绝对最优解、期望值有效解及期望值弱
有效解的概念，并研究了它们的性质。 根据生活中的实际问题所建立的模糊随机规划模型的求
解，所得结果为其算法的研究及最优决策的执行提供了重要的理论依据。
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国内外学者在随机多目标规划问题中做了大量的研究［１ －５］ ，尤其是 Ｓｔａｎｃｕ －Ｍｉｎａｓｉａｎ 给出了解决随机
多目标规划问题的解法

［２］ 。 然而实际问题中的不确定性除了随机现象，往往还有模糊现象。 自 Ｚａｄｅｈ［６］
于

１９７８年提出了可能性理论，很多学者［７ －１１］进一步发展了这套理论。 基于可能性测度，有学者于 ２００２年提出
了一种自对偶的非可加测度———可信性测度， 随后 Ｌｉｕ于 ２００４年建立了可信性理论的公理化体系［１２］ ，这标
志着可信性理论已成为处理模糊不确定性的有力的数学工具。 在实际问题决策的过程中，双重不确定现象
经常出现，例如模糊随机现象［１３ －１５］ ，随机模糊现象［１６ －１７］

等。 然而对于模糊随机环境下的多目标规划问题，
相应的研究还不太完善，因此，基于模糊随机理论［１８］ ，本文着重研究了模糊随机多目标规划问题，对于实际
问题中的模糊随机参数，给出了它的期望值模型，于是模糊随机多目标问题被转化为了确定的多目标规划问
题。 对于期望值模型的凸性本文也进行了研究。 进一步，通过上述的期望值问题，本文给出了模糊随机多目
标问题的期望值有效解及期望值弱有效解，并对它们的性质进行了讨论。

１　可信性理论及模糊随机变量

定义 １［８］　设 Γ为论域，Ｐｏｓ是定义在幂集 ρ（Γ）上的一个集函数。 称 Ｐｏｓ是一个可能性测度， 如果它
满足下面的条件：

（Ｐｏｓ１） Ｐｏｓ（碬） ＝０， 且 Ｐｏｓ（Γ） ＝１；
（Ｐｏｓ２） 对任意 Ai炒Γ， Ｐｏｓ ∪i∈IAi ＝ｓｕｐ i∈IＰｏｓ（Ai）。
称三元组（Γ，ρ（Γ），Ｐｏｓ）为一个可能性空间， 在文献 ［９］ 中， Ｎａｈｍｉａｓ 称之为模式空间（Ｐａｔｔｅｒｎ

Ｓｐａｃｅ），由可能性测度的定义可知它是一个下半连续的模糊测度［１０］ 。
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由于可能性测度不具有自对偶性，因此在衡量优化问题中不具有很好的信任度，因此，基于可能性测度，
Ｌｉｕ ａｎｄ Ｌｉｕ 于 ２００２年提出了一种自对偶的非可加测度———可信性测度，其定义如下：
定义 ２［１９］　设 Ｐｏｓ是一个可能性测度，Cr 是定义在幂集 ρ（Γ）上的一个集函数，称它是一个可信性测

度，如果对任意的 A炒Γ，有：

Cr（A） ＝１
２ （１ ＋Ｐｏｓ（A） －Ｐｏｓ（Ac）） （１）

在可信性理论中，模糊变量定义为一个从可信性空间Γ到实数轴 R上的实值函数。 基于模糊变量的定
义，其期望值定义如下［１５］ ：

E［ξ］ ＝∫
∞

０Cr（ξ≥ r）ｄr －∫
０

－∞Cr（ξ≤ r）ｄr （２）

其中等式右端的积分至少有一个有限。
下面给出模糊随机变量的定义。
定义 ３［１８］　设 Ω，∑，Pr 为概率空间，ξ＝（ξ１，ξ２，⋯，ξn）

Ｔ是一个从Ω到Fn
v的映射， 记Fn

v为一个由模

糊向量组成的集合， 若对任意Rn的 Ｂｏｒｅｌ子集 B，Cr（ξω≤ B）为ω的可测函数，则称向量ξ为一个模糊随机
向量。当 n ＝１ 时，ξ称为一个模糊随机变量。
同样，本文给出模糊随机变量的期望值，定义如下：
定义４　如果ξ为一个模糊随机变量，我们定义随机变量E［ξω］的期望为模糊随机变量ξ的期望，即为：

E（ξ） ＝∫
Ω
E［ξω］Prｄ（ω） （３）

式中，由式（３） 定义的积分 E（ξω） 关于ω几乎处处存在并且可积，同时还可以看出：
E（ξ） ＝Eω［Eγ［ξω（γ）］］

２　模糊随机多目标规划模型及其性质

2畅1　模糊随机多目标规划期望值模型
考虑下面的模糊随机多目标规划问题：

（ＦＲＭＯＰ）
ｍｉｎ
x∈R

　F（x，ξ） ＝（f１（x，ξ），f２（x，ξ），⋯，fn（x，ξ））

ｓ．ｔ．G（x，ξ） ＝（g１ （x，ξ），g２（x，ξ），⋯，gn（x，ξ）） ＜＝0
　H（x，ξ） ＝（h１ （x，ξ），h２ （x，ξ），⋯，hn（x，ξ）） ＝0 　

（４）

式中：x∈Rn 是决策变量；ξ是一个连续的模糊随机变量。

对于 ＦＲＭＯＰ 问题， 假定 fj（ξω（γ）），j＝１，２，⋯，p，是定义在 Ω×Γ，∑×ρ（Γ），Pr ×Cr 上的博雷尔可

测函数，那么，由模糊随机变量的定义很容易得到：任意给定 x∈ Rn
和 ω∈Ω， fj （ x， ξω（γ）） ＝

Eγ［ fj（x，ξω（γ））］是随机变量。
基于模糊随机理论，ＦＲＭＯＰ问题的期望值模型如下：

（ＥＶＦＲＭＯＰ）
ｍｉｎ
x∈D

　E［F（x，ξ）］ ＝（E［ f１ （x，ξ）］，E［ f２ （x，ξ）］，⋯，E［ fn（x，ξ）］）

ｓ．ｔ．E［G（x，ξ）］ ＝（E［g１ （x，ξ）］，E［g２ （x，ξ）］，⋯，E［gn（x，ξ））］） ＜＝０

　E［H（x，ξ）］ ＝（E［h１（x，ξ）］，E［h２ （x，ξ）］，⋯，E［hn（x，ξ）］） ＝０

（５）

式中：

D＝
x∈Rn E［G（x，ξ）］ ＝（E［g１ （x，ξ）］，E［g２（x，ξ）］，⋯，E［gn（x，ξ））］） ＜＝０

E［H（x，ξ）］ ＝（E［h１ （x，ξ）］，E［h２（x，ξ）］，⋯，E［hn（x，ξ）］） ＝０
。

定理 １　如果ξ是一个模糊随机变量，对于 t， H（x，t）是线性向量函数，且 F（x，t）和 G（x，t）是关于 x的
凸向量函数。 另外， 任给 x１和 x２， F（x１，t）和 F（x２ ，t）（相应地， G（x１ ，t）和 G（x２ ，t）） 是关于 t同单调的，
那么 ＥＶＦＲＭＯＰ问题是凸规划。
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证明： 为证此定理，只需证 E［F（x，ξ）］是凸向量函数，可行域 D是一个凸集即可。 任意给定 t，由题中
的条件可知：

F（λx１ ＋（１ －λ）x２ ，t）≤λF（x１ ，t） ＋（１ －λ）F（x２ ，t）
式中：λ∈［０，１］； x１ ，x２∈Rn。
任意给定模糊随机变量ξ的实现值ξω（γ），其中，ω×γ∈Ω×Γ，很容易得到下式：

F（λx１ ＋（１ －λ）x２ ，ξω（γ））≤λF（x１ ，ξω（γ）） ＋（１ －λ）F（x２ ，ξω（γ）） （６）
任意给定ω∈Ω，那么 F（x，ξω（γ））为一模糊向量，所以对式（６）的模糊向量取期望值，由于模糊变量同

单调则满足线性性质［２０］ ，于是：Eγ［F（λx１ ＋（１ －λ）x２ ，ξω（γ））］≤λEγ［F（x１，ξω（γ））］ ＋（１ －λ）Eγ［F（x２ ，
ξω（γ））］。 由模糊随机变量的定义可推导出 Eγ［F（λx１ ＋（１ －λ）x２ ，ξω（γ））］为随机变量，因此，根据随机变
量的线性性质，对上式的随机向量取期望：Eω［Eγ［F（λx１ ＋（１ －λ） x２ ，ξω（γ））］］≤λEω［Eγ［F（ x１ ，ξω

（γ））］］ ＋（１ －λ）Eω［Eγ［F（x２ ，ξω（γ））］］，即：E［F（λx１ ＋（１ －λ）x２ ，ξ］≤λE［F（x１ ，ξ）］ ＋（１ －λ）E［F（x２ ，
ξ）］，这就说明了 E［F（x，ξ）］是凸向量函数。
下面验证可行域是凸集。 如果 x１ ，x２∈D，对于任意的 t 和λ∈［０，１］，由向量函数 G的凸性可知G（λx１

＋（１ －λ）x２ ，t）≤λG（x１ ，t） ＋（１ －λ）G（x２ ，t）。
同理， 由模糊变量的同单调性可得：

Eγ［G（λx１ ＋（１ －λ）x２ ，ξω（γ））］≤λEγ［G（x１ ，ξω（γ））］ ＋（１ －λ）Eγ［G（x２ ，ξω（γ））］ ＜＝０
进一步，由随机变量的线性性质可知：

　　Eω［Eγ［G（λx１ ＋（１ －λ）x２ ，ξω（γ））］］≤λEω［Eγ［G（x１ ，ξω（γ））］］ ＋（１ －λ）Eω［Eγ［G（x２ ，ξω（γ））］］ ＜＝０ （７）
即：

E［G（λx１ ＋（１ －λ）x２ ，ξ］≤λG［F（x１ ，ξ）］ ＋（１ －λ）G［F（x２，ξ）］ ＜＝０ （８）
另一方面，因为 H（x，t） 是线性函数， 易得 H（λx１ ＋（１ －λ）x２，ξ） ＝λH（x１ ，ξ） ＋（１ －λ）H（x２ ，ξ） ＝０，

同样，由同单调性和线性性质可知：
E［H（λx１ ＋（１ －λ）x２ ，ξ）］ ＝λE［H（x１ ，ξ）］ ＋（１ －λ）E［H（x２ ，ξ）］ ＝０ （９）

显然，由式（８）和式（９）可知可行域 D是凸集，所以， ＥＶＦＲＭＯＰ问题是凸规划。 证毕。
2畅2　期望值有效解及其关系

定义 １　设 x倡∈D， 如果对于任意的 x∈D，若满足 E［F（x倡，ξ）］ ＜＝E［F（x，ξ）］，即对一切的 j＝１，
２，⋯，p， 均有 E［ fj（x倡，ξ）］≤E［ fj（x，ξ）］，则称 x倡是 ＦＲＭＯＰ问题的期望值绝对最优解，其全体记作 Dａｂ。

定义 ２　设 x倡 ∈D， 如果不存在 x∈D，使得 E ［F （ x，ξ）］ ≤E ［F （ x倡，ξ）］ （或 E ［F （ x，ξ）］ ＜
E［F（x倡，ξ）］），则称 x倡

是 ＦＲＭＯＰ 问题的期望值有效解（或期望值弱有效解），其全体分别记作 Dｐａ （或
Dｗｐａ）。
定理 ２　Dａｂ炒Dｐａ炒Dｗｐａ炒D
证明：先证 Dａｂ炒Dｐａ。 不妨设 Dａｂ≠碬，否则结论显然成立。 设 x倡∈Dａｂ但 x倡臭Dｐａ，则必存在 珋x∈D， 使

得 E［F（珋x，ξ）］≤E［F（x倡，ξ）］，即对一切 j＝１，２，⋯，p，均有 E［ fj（珋x，ξ）］≤E［fj（x倡，ξ）］，至少存在一个
j０ （１≤j０≤p），使得 E［ fj（珋x，ξ）］ ＜E［F（x倡

j ，ξ）］， 这说明 x倡臭Dａｂ，矛盾。 故必有 Dａｂ炒Dｐａ。
再证 Dｐａ炒Dｗｐａ。 设 x倡∈Dｐａ但 x倡臭Dｗｐａ，则必存在 珋x∈D，使得 E［F（珋x，ξ）］ ＜E［F（x倡，ξ）］，即对一切 j

＝１，２，⋯，p，均有 E［ fj（珋x，ξ）］ ＜E［ fj（x倡，ξ）］，因此，珋x满足 E［F（珋x，ξ）］ ＜E［F（x倡，ξ）］，这说明 x倡臭Dｐａ，矛
盾，所以必有 Dｐａ炒Dｗｐａ。
至于，Dｗｐａ炒D是显然的，定理得证。
下面定理对于什么样的条件下 Dａｂ， Dｐａ， Dｗｐａ三者相等作了回答。
定理 ３　１）Dａｂ≠碬，则 Dａｂ ＝Dｐａ。

２） 对于固定的 t，H（x，t）是线性向量函数，F（x，t）和 G（x，t）是关于 x 的严格凸向量函数。 进
一步， 任给 x１和 x２ ， F（x１，t）和 F（x２ ，t）（相应地， G（x１ ，t）和 G（x２ ，t）） 是关于 t同单调的，则
Dｐａ ＝Dｗｐａ。

证明：
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１）由定理２知只须证明Dａｂ车Dｐａ。 设 x倡∈Dｐａ但 x倡臭Dａｂ，因为 Dａｂ≠碬，故必存在 珋x∈Dａｂ，由期望值绝
对最优解定义可知， E［F（珋x，ξ）］ ＜＝E［F（x倡，ξ）］，而 x倡臭Dｐａ， 故 E［F（珋x，ξ）］≤E［F（x倡，ξ）］，于是由上

式可知 E［F（珋x，ξ）］ ＜＝E［F（x倡，ξ）］，这与 x倡∈Dｐａ， 相矛盾， 故必有 Dａｂ车Dｐａ。
２）由定理 ２知只须证明Dｐａ车Dｗｐａ。 设 x倡∈Dｗｐａ但 x倡臭Dｐａ，珋x∈D， 珋x≠x倡，使得 E［F（珋x，ξ）］≤E［F（x倡，

ξ）］，根据所给的条件和定理 １可知，D为凸集，F（x，ξ） 是 D上的严格凸向量函数， 故任取一个α∈（０，１），
有αx＋（１ －α）x倡∈D，由 F的严格凸性和同单调性并注意上式， 类似于定理 １的证明方法，则有：

E［F（α珋x＋（１ －α）x倡，ξ）］ ＜αE［F（珋x，ξ）］ ＋（１ －α）E［F（x倡，ξ）］ ＜E［F（x倡，ξ）］
这与 x倡∈Dｗｐａ相矛盾。 因此必有 Dｐａ车Dｗｐａ。 证毕。
如果记单目标规划 ｍｉｎx∈DE［ fj（x，ξ）］的最优解集为 Dj，则可以得到它们与 Dａｂ， Dｐａ， Dｗｐａ的关系。

定理 ４　１） Dａｂ ＝∩
p
j＝１ Dj（Dａｂ≠碬）

２） Dj炒Dｗｐａ，Dｐａ∪ ∪p
j ＝１ Dj 炒 Dｗｐａ。

证明：
１）因为 Dａｂ≠碬，必存在 x倡∈Dａｂ，则对 橙x∈D，有 E［F（x倡，ξ）］ ＜＝E［F（x，ξ）］，即 E［ fj（x倡，ξ）］≤E

［ fj（x，ξ）］， j＝１，２，⋯，p。 由 x的任意性可知 x倡∈Dj， 进一步有 x倡∈∩p
j ＝１ Dj。

另一方面，设 x倡∈∩p
j ＝１ Dj，则对任意 １≤j≤p，及橙x∈D，有：

E［ fj（x倡，ξ）］≤E［ fj（x，ξ）］， 易得 E［F（x倡，ξ）］≤E［F（x，ξ）］，由 x的任意性可知 x∈Dａｂ。
由上面讨论可知：Dａｂ ＝∩

p
j＝１ Dj（Dａｂ≠碬）。

２） 橙j：１≤j≤p，设 x倡∈Dj 但 x倡臭Dｗｐａ，则必存在 珋x∈D，使得 E［F（珋x，ξ）］ ＜E［F（x倡，ξ）］，即　E［ fj（珋x，
ξ）］≤E［ fj（x倡，ξ）］， j＝１，２，⋯，p，这与 x倡∈Dj，相矛盾， 故有 Dj炒Dｗｐａ。
对于要证 Dｐａ∪ ∪p

j ＝１ Dj 炒 Dｗｐａ，首先设 x倡∈Dｐａ∪ ∪p
j＝１ Dj ， 则 x倡∈Dｐａ或 x倡∈ ∪p

j ＝１ Dj ：

①若 x倡∈Dｐａ，由定理 ２可知 x倡∈Dｗｐａ；
②若 x倡∈（∪p

j＝１ Dj），则至少存在 j０ ，使得 x倡∈Dj０ 。 假设 x倡臭Dｗｐａ，则必存在 珋x∈D使得 E［F（珋x，ξ）］≤
E［F（x倡，ξ）］，即 E［ fj（珋x，ξ）］≤E［ fj（x倡，ξ）］， j＝１，２，⋯，p，对于 j０ ，显然有 E［ fj０ （珋x，ξ）］≤E［ fj０ （x

倡，ξ）］，这

与 x倡∈Dj０相矛盾，故有 x倡∈Dｗｐａ。

由①、②可知 Dｐａ∪ ∪p
j＝１ Dj 炒 Dｗｐａ，证毕。

３　结束语

基于模糊随机理论，本文提出了模糊随机多目标规划的期望值模型，在目标函数是凸向量函数及满足同
单调性质的条件下，证明了它是一个凸规划。 定义了模糊随机多目标规划的期望值解的概念，并研究了它们
的性质。 对于讨论模糊随机环境下的实际问题的决策，本文的结论为其提供了重要的理论依据。
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