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摘 要:为提高对多维输入变量模型有效分析研究的能力，找出试验设计中正交性与填充空间

性质的结合点，减少试验设计算法本身的复杂度，结合正交试验设计和均匀试验设计，应用对正

交性及均匀性的多重度量方法提出了一种近正交试验设计方法，利用该方法所设计的近正交试

验具有近正交性和良好的填充空间性质。应用本方法设计了一个 8 -11 个变量，每个变量 33

个水平的近正交试验，通过对比分析，证明了使用该方法设计的近正交试验具有近正交性和良

好的填充空间性质，从而验证了该文提出方法的正确性和可行性。
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在系统工程、高科技发展的推动下，计算机仿真试验的需求十分强烈，迫切要求高质量的试验设计。在

北美洲，3 位学者 (McKay ， M. D. , Beckman , R. J. and Conover , W. J. (1979)) 在"Technomet由s" 提出了

"拉丁超立方体抽样" (Latin Hypercube Sampling , LHS) 的方法，并立即得到广泛的应用，一批学者对其理论

和方法作了系统地研究和发展，形成了一个独立的分支。差不多在同一时间，在中国，方开泰和王元院士提

出了"均匀设计" [1 -2) (Uniform Design , UD) 。近年来，许多学者在试验设计方面作了大量工作，Floumoy 提出

了 Bayes 设计， ChatteIjee 提出了搜索线形模型的方法，Morrice 把频域方法引人了试验设计等等。

本文结合正交试验设计和均匀试验设计，设计一种近正交试验设计，利用该方法实现的近正交试验，其

相关系数小于 0.03 ，满足近正交性，填充空间性质好，方法简单，所需的运行次数少，容易实现。

1 正交性和填充空间的度量

1.1 正交性的度量

正交设计保证了回归模型系数的相互独立性，增强了分析评估因素对试验指标的影响和各因素的交互

作用的能力[3-4) 。有 2 种方法可以用来衡量正交程度。一个是相关系数，用矩阵中所用列的相关系数的最

大值作为矩阵相关性的度量。向量 v = [v 1 ，饨，…VJT ,w = [叭，叫，… ， WnJ 的相关系数定义为[5 叭

三 [(Vi-V)(矶-记) ] 

I(Vi -v)2I(wi - 记 )2

如果向量 v = [叭，饨，…盯nf 和 w = [叫，吨，… ， WnJ 正交，那么相关系数ρ= 0 。

另一种度量相关数的方法是xTx的条件数 ，X是试验设计矩阵。正交矩阵的条件数是 1 ，非正交矩阵的条
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件数大于 1。一般条件数取 cond∞ (φ) 或 cond2 (X2 X) 0 cond∞ (φ) 的定义如下:

cond∞ (φ) = 11φ 川崎 11φ-1 11 ∞ 

式中 :φ 是所设计试验矩阵的相关系数矩阵。cond2 (X2X) 定义如下[7]

叫(X2X) = 号
式中: 1JI'1 是 XTX 的最大特征值; 1JI'n 是 XTX 的最小特征值。

1. 2 填充空间的度量

85 

(2) 

(3) 

采用定义偏差对填充空间的均匀性进行度量。假设 P = 1 Xj ,j = 1 ， 2 ，…， nl 是集合 ck 上的点集，由([0 ，

γ]) =γ1γ2…h 代表矩形[0 ， γ] 的体积。对于任何γε ck ， N( γ ， P) 代表满足条件句运 γ 的点的数目。那么
偏差为[8]

N( γ ， P) = sup 1 二￥~ -v(O ，γ) 1 
γet. n 

(4) 

由上式可知 ，L∞方差比较了位于矩形子空间点的比例与矩形体积的大小，是所有以原点为初始段的嵌

套矩形绝对方差的上确界。L∞方差值过大表明在某个亚区域有过多或者过少的试验设计点。方差值越小意

味着均匀性越好。对于多变量多水平的试验，ι 的计算量大，不宜计算。L2 方差是对ι 的改进 ，L2 的定义如

下:

脆2 = ( ~f 2~-k剖 (3 - x~，) +边去自 [2 - max(xdi ，η) ] (5 ) 

同样ι方差小表示具有良好的均匀性。第2种度量充满空间性质的方法是欧几里得最大最小距离，对于

一个给定的设计，定义距离栩如= (仙叫 ， d 中的元素是如个设计点中最小值到最大值

的排序。欧几里得最小距离定义为 d1 ， d1 值越大越好，表明设计点均匀性好。

2 近正交试验算法

2.1 lE交化算法

正交化算法首先构建了 3 个矩阵 :M ，S ， ToM用以描述个变量的水平置换信息，S 矩阵用以描述变量水

平的交互信息，应用矩阵M，S 构建正交矩阵 T[9] 。

对于 k 个输入变量的模型，模型需要运行的次数及(试验设计的每个变量水平数)n 满足如下关系式:

n = 2m + 1 k=m+(m;l) (6) 

由式(6) 可知 k 必须是偶数，且模型运行次数是 2 的幕加 1 。正交化算法如下:

步骤 1 构建矩阵M。首先创建一个初始向量 e作为矩阵M的第一列 ， e 是自然数(1，2 ，… ， q) 的随机排

列，为简单设计一般取 e = (1， 2 ，"'， q)T。矩阵M是 qxk 维矩阵，其中 q = 平。

步骤 2 构建AL 矩阵:

A L =!....立.. Q9 1 Q9旦旦二垒R
m - 1 - L L (7) 

式中 I为单位矩阵，个数为 m -1 - L ， R 为单位矩阵I所有满足条件 i+j=q+1 的行变化P{i，j) ，个数为 L ，

r 0 11 
例如当 q = 2 时 R = I ~ ~ I 

LI OJ 

步骤 3 是构建M矩阵的其它列。对于列数小于 m -1 的列应用A;e 构建，其中= 1 ,2 ,… ,m -1 ，对于

列数大于 m 的列应用 A;Aje 构建，其中 i ，j ε11 ，2 ，… ， m -11 , i ~j。

矩阵 S 是一个 qxk 维矩阵。S 的第一列由 q 个 +1 组成，第 2 列到 m 是 +1 和- 1 构成的正交矩阵，第

m + 1 到 k 列由对应列相乘得到。

矩阵 T是由矩阵M，S 构造的以零元素行为对称的 nxk 维矩阵。

2.2 降低相关性算法



86 空军工程大学学报(自然科学版) 2010 年

Florian 提出了降低试验矩阵相关性的方法，矩阵的列元素由元素的行位置(1，2 ，… ， n) 所代替，构建的

矩阵为 W， k xk 维矩阵 C描述矩阵W的相关性，如果矩阵W的列两两不相关，那么矩阵 C为 k x k 的单位矩

阵[叫。对矩阵 C进行 Cholesky 分解:C = Q X QT ,D = Q斗，那么有:
D x C X DT = 1 (8) 

原始的矩阵 W转化为新的矩阵 WB :

WB = W X D T (9) 

对矩阵 WB 的非整数的元素，使用元素的行位置替代。
Iman 和 Conover 已经证明了矩阵 WB 的相关性小于矩阵 W[3J 重复此过程，可以直到U WB 的相关性小于

预定值，便可以获得近正交试验设计矩阵。

2.3 近正交试验设计方法

设计 8 -22 变量的近正交试验的方法:

步骤 1 确定试验所需的输入变量个数(k>7) ，如果变量值不是 11 、 16 、22 ，那么变量个数依向上最近原

则设定为 11 ， 16 ， 22 。

步骤 2 设定相关系数p 和条件数的预定值。

步骤 3 使用随机生成的列向量 e ，使用算法正交化构建试验设计矩阵的 M...S 及 T。

步骤 4 计算设计矩阵 T 的相关系数和条件数。

步骤 5 如果步骤 4 中所求 T 的相关系数和条件数大于所设定的预定值，返回步骤 3 ，重新生成随机向

量 e ，构造设计矩阵 T ，并计算相关系数和条件数，重复步骤 3 、4 、5 直到相关系数和条件数小于预定值;女日果

步骤 4 中所求的相关系数和条件数小于所设定的预定值，继续进行步骤 6 。

步骤 6 使用降低相关性算法对设计矩阵 T进行处理，减小设计矩阵的相关性和条件数直到满足条件。

步骤 7 计算应用降低相关性算法每一步生成的设计矩阵的最小距离和 ML2 方差，并按最小距离和
ML2 方差对设计结果进行排序，选择最小距离与 ML2 方差和最小的设计。

步骤 8 如果变量个数 k 不是 7 、 11 、 16 、22 ，在步骤 7 的设计矩阵中任意选择所有的数目为 k 的组合列

进行计算最小距离与ML2 方差，共进行叫(K 为 7 ， 11 ， 16 ， 22) 次计算，选择最小距离与ML2 方差最小的设计
方案。

表 l 试验对比结果

3 近正交试验设计的应用 Tab. 1 The result of experime盹

试验编号 最小距离 Mι 
最小距离

MLz 排序号 总排序号
为验证近正交试验的近正交性和 排序号

良好填充空间性质，应用本方法建立
1. 6262 o. 74 7 3 10 

了 8 -11 个变量的近正交试验设计，
2 1. 317 O. 77 14 7 21 

并对结果进行对比分析。
3 1. 672 4 O. 77 3 10 13 

4 1. 3793 O. 78 13 11 24 
随机选取 15 个满足相关性小于 5 1. 713 9 O. 75 2 4 6 

0.05 ，条件数小于1. 15 的向量 e ， 应 6 1. 757 8 O. 73 2 3 

用正交化算法构造设计矩阵，应用降 7 1. 661 8 O. 75 5 5 10 

低相关性算法减小各设计矩阵的相关 8 1. 611 7 O. 73 9 1 10 

系数和条件数，直到各设计矩阵的相 9 1. 2885 O. 77 15 8 23 

关系数小子 0.03 ，条件数小于1. 13 , 10 1. 513 O. 76 12 6 18 

满足近正交性要求。最终 15 个设计 11 1. 6441 0.92 6 14 20 

方案的对比见表 10
12 1. 6154 O. 77 8 9 17 

由表 1 可知，试验 6 是最好的设
13 1. 5487 0.8 11 13 24 

14 1. 5737 O. 79 10 12 22 
计，具有最小距离值相对于其它设计 15 1. 671 3 0.95 4 15 19 
方案最小，次最小的 ML2 方差值，总
排序号最小。试验 6 的试验设计矩阵见表 2。
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表 2 11 个变量，33 个水平的近正主试验设计

Tab. 2 The design of experiment of 11 v缸iabes wi也 33 levels 

变量 2 变量 3 变量 4 变量 5 变量 6 变量 7 变量 8 变量 9 变量 10 变量 11
4 15 16 7 29 23 21 33 20 23 
33 5 11 13 16 15 7 30 28 25 
15 30 2 6 2 32 20 11 13 24 
29 33 3 14 31 4 6 15 8 27 
2 16 19 8 23 5 24 2 23 14 
31 11 29 10 15 18 8 2 25 6 
16 32 30 9 1 1 22 29 10 13 

10 12 20 3 9 28 2 26 15 18 
28 27 8 15 14 24 29 22 33 2 
14 21 10 5 28 8 15 25 29 3 
27 6 9 4 21 22 33 10 4 12 
13 14 12 7 9 4 7 16 15 
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8 -10 个变量的设计如下，考虑上面所设计的 11 个变量的近正交试验，选取所有可能的 8 -10 的组合，

计算其平均最小距离和 ML2 方差，选取最小值的方案，见表 3 。
表 3 8-10 个变量的设计

Tab. 3 Design of 8 - 10 variables 

最大相关系数 条件数
0.023 4 1. 112 
0.0234 1. 1 
O. 023 4 1. 089 

4.1 填充空间特性对比

如上所示，设计 1000 个 11 个变量的拉丁超立方体试验，每个变量 33 个水平， 1000 个拉丁超立方体的

平均相关系数为 0.4015 ，平均条件数为 8.315 ，平均最小距离为1. 105 ，平局 ML2 方差为 0.811 7 ，由此可见

近正交试验优于拉丁超立方体试验。图 1 (a)显示了正交试验的充满空间性质，图 l(b)显示了试验的近正

交试验设计充满空间性质，图 l(c)显示了试验的均匀试验设计充满空间性质。

变量盘目
10 
9 

删除的列

8 ,10 
1.2.10 

4 试验结果对比分析

最小距离
1. 704 78 

1. 051 167 
1. 42522 

ML2 方差
0.412687 
0.229329 
0.124826 

图 1 试验设计填充空间特性对比

Fig. 1 Space - filling of experimental design 

由填充空间性质的二维投影图可知，近正交试验设计的填充空间性质优于拉丁超立方体试验设计，逊色

于均匀试验设计。

4.2 正交性对比
对设计变量个数为 11 ，变量水平数为 33 的均匀试验、正交试验、近正交试验的条件数、最小距离、和

ML2 方差进行计算，见表 4 。

试验方法
均匀试验设计
正交试验设计
近正交试验设计

变量个数
11 
11 
11 

表 4 lE交性对比

T'ab. 4 Comparision of 0地ogonality

变量水平数最大相关系数 条件数
33 O. 033 1. 11 
33 0 
33 O. 023 4 1. 123 

最小距离
0.144 309 
0.151 854 

1. 757 8 
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对比分析可知，近正交试验具备近正交性且具有良好的填充空间性质。更适合计算机试验仿真设计。

5 结束语

本文应用正交性和填充空间的多重度量方法，结合正交试验设计和均匀试验设计提出了一个近正交试

验方法，应用该方法设计的近正交试验具有良好的近正交性和填充空间性质。应用近正交试验设计方法设

计了 11 个变量 33 个水平的近正交试验，与正交试验和均匀试验进行了对比分析，验证了近正交试验设计的

填充空间性质比正交试验设计好，正交性比均匀试验好。该方法可以用于多变量的试验设计。
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A Method of Nearly Orthogonal Experimental Design 

ZHOU Xiao - guang , U Wei - min , CHEN Gang , HUANG Ren - quan 

(Missile Institute , Air force Engineering University , San Yuan 713800 , Shaanxi , China) 

Abstract : To improve on the ahility to efficienÙy explore and approximate large subspaces of the multidimensional 

input variahle models , find out the orthogonal and uniform combining point in experimental desi伊， reduce the com

plexity of the experimental design algorithm , this research develops a new set of experimental designs for metamod

eling. 白le traditional experimental designs are of orthogonal experimental design and uniform design , but the or

thogonal experimental design has poor space - filling and the uniform design has a big correlation. 咀le paper com

bines orthogonal Latin hypercube and uniform designs to create the designs with near orthogonality and excellent 

space - filling properties based on multiple measures. By using the method the nearly orthogonal experiment with 

eight to eleven variahles is designed , each of which has thirty - three levels , to testify the nearly orthogonal experi

mental design. Through comparison and analysis , the results show 出at the nearly orthogonal experiment designed 

by this method has near orthogonality and excellent space - filling properties. So this me由od is feasible and of sig

nificance in improving the effect of computer experiments 

Key words: orthogonal experimental design; uniform design; nearly orthogonal experimental design 




