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摘 要:根据只取 2 个值(二态)的 2 个随机变量统计独立与(线性)不相关等价的原理，推导出

2 个随机变量只取 2 个值的联合概率分布的完整表达形式，将其原理推广到多维二态联合概率

分布的情况，给出了一个多维描述方法。当给出各边缘分布，可计算出各相关系数的取值范围，

再确定联合分布列;经过仿真验证了此方法的有效性。将得到的表示形式应用在数据信道通信

的分析中，用信道两端的相关系数来描述输入输出的信息糯合，对信息理论是一个很好的补充。

该方法与信息论中的平均互信息、数据处理定理相对应，得到非常美观的公式及非常理想的特

性。
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根据文献[1 -3 ]，在随机变量的数字特征分析中，可用两维随机变量的线性相关系数 TXY '或用 2 个随机

变量的协方差 cov(X ， Y)来描述。只取 2 个值(二态)的 2 个随机变量统计独立与线性不相关等价。而后未

做进一步研究。基于这一等价原理，根据文献[4J得到了二维二态联合概率分布列的描述方法，经过仿真验

证了此方法的有效性，并推广得到三维、四维二态随机变量联合概率分布列的描述。将这一原理应用于数据

通信中的级联信道描述方法，得到了非常好的结论。

1 二维二态随机变量的联合概率密度

/耳 X句 1

定理 I 设随机变量 X 的概率空间为 1. -I, p, +P2 =1 ,p, >0 ,P2 >0; 随机变量 Y 的概率空间为
\P, P21 

(Ylh) …= 1 ,q, >吵川、明的(线性)相关系数为川命运1 。
q, q2 

1111 h2 \一-一
若将 XY用矩阵r:. -:-1表刁飞行表那随机变量X 的(按大小顺序)取值，列表示随机变量 Y的取值(按

1元， 122/ 
大小顺序) ，矩阵元素马为Ixy(xi 而 ) ，其儿的约束关系为:

};j 二~O ，三ι= 1 ，五月ij- 岱，五马 =pi ， i ，j=I ， 2 (1) 

根据文献[4 ], 

(UGLι1 且2\ω I 1 1 \γ【→vl
1=I'î(q, q仇ωw川2ρ山川)μ川+叫l | l l | l )扣(ωq ， q仇ωq2) +ρ山)μ+r 再瓦叼i ;7刀1丁) ω 

λ， 122J \υP2J'" H' \x, x2J \0 cov(X ,Y)J\l Y2J \P2飞
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或 lij =Piqj + ( _1) i勺 li:P王lq2 i ,j=I ,2 (3) 

约束: - min~ 严旦险生 ~~T运min~ 阻生胆旦 (4)
l勾 P2q2 'v Pl ql J l 'V P2ql 'V Pl q2 J 

证明思路:设马，根据相关系数定义解之，其过程略。

推论:根据式(3) ，当给定 2 个边缘分布及任一点的概率值，可计算出(线性)相关系数。

由式(4) 可知，当任一边缘等概率分布时 ， T 取值范围正负对称;当两边缘等概率分布时，可取 I T I 运 1 。

若有一维边缘概率分布有一值为零时，即二维分布退化为一维分布，只能取 T=O。

若给定两边缘分布及任一点的概率值，快速求取(线性)相关系数的方法为:

『λ1 1121 一一一= 1; ;-11矶时尚 (5) 
lf21 fz2 J Y' u ~" H 

MATLAB 仿真验证了以上公式的正确性和严密性。

2 三维二态随机变量的联合概率分布列

设X ， Y， Z 各取 2 个值(二态) ，且给出边缘分布，需要给出的相关系数的个数为:2x2x2-1-3x(2-

1) =4 ，这 4 个元素为 :Txy ,TXZ ,TyZ ， TXYZ ' 可不加证明地给出:

定理 2 设二态随机变量XJ、Z ，各自的边缘分布给定，三维联合分布列为:

马 =PiqjSk + ( -1)'飞向 jpIP2百石+ ( -1)川Txzqj d孟SlS2 + 

( -1)'叶TYZP， i jqlq2二二+( _1)i川TXYZ Ip山ql仇呐 i ,j , k = 1 ,2 (6) 

或:马 =J;jJ"k +J;.,J .j. +1.jlJ... -2J;. J.jJ"k + ( _l) i+j+kTXyzjqlq2S1石 i ，j ， k=I ， 2 (7) 

式中带点的函数为边缘分布。显然 ， TXy , Txz , T YZ , T XYZ同时为零，即满足两两不相关(Txy ， TXZ ， TyZ =0) 且 3 个变

量不相关(TXYZ =0) 时，3 个随机变量独立。但即使两两不相关，也不能保证 3 个变量间不相关。

当给定 3 个一维边缘分布列时，计算对 TXY ,TXZ ' TyZ ' TXYZ的限制范围，以构成联合分布列。

3 应用信息传输理论

3.1 信道输入输出相关系数极值分析

rfll ];21 rPl 01r bl b11 rb'l b'21rql 0 1 .. _ rbl b11 
根据文献[5 -6 ]，有 r:- -:-I=I'~' 11.- ,'1 =1.: ， .-II~' 成立，设 Bxy=l: ，'1 为二元

l/21/22J lO P2Jlb2 b2J lb'l b'2JlO q2 J'''-'--~' Lb2 b2J 

离散元记忆信道概率传递矩阵; b1 + b1 = 1 , b2 + b2 = 1 , b1, b2 ~O ，满足: [p 1 P2 ] B Xy = [ q 1 q 1 ] ;设 Bh=

lb:b: i il为反向信道概率传递矩阵。
当 IBXyl =b1b2 -b1b2 =0 时 ， TXY =0 ，信道没有信息传递，即信道前后变量联合统计独立;

TX/ = IBxy l2PIPzlql仇，改变 Pl 、民可使 rJ 达到最大值。可以证明，当 Pl = jb2b2/( jb万~ + jb2b2 ) , 

P2 = ♂;可/( jb工 +JbÃ) 时，有 r凡ox = jb;b; - Ã石，即 : ITXyl 运 IA瓦-~I 。

而此时 ;q:q刁百 = jb;b; + ~，TXYm皿相当于信道能够传输的最大的相关系数值，这时输入分布达
到与信道的匹配，可与信息论中的信道容量所对应。 TXY具有输入分布的极大值，最差信道的极小值( IBXyl 

=0) 。

若信道对称，b1 =b2 =b 时，最大的输入输出捐合系数 rxYmax=b -b。当 b=O ， Txy =1。它的特点类似于平
均互信息的极值性;但比平均互信息的(非线性)计算简单得多，易于理解，且概念非常清楚。其结论非常相

似，由于二元数据通信的普遍性，其结论具有重要意义。

3.2 级联信道相关性分析

若级联离散二元无记忆信道构成马尔可夫链[7] 有级联关系 :X→[BxyJ• Y• [Byz J• Z• [BzwJ • W, 
则 :Bxz = BXyByZ ,Bxw =BxyBYZBZW。
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由于 1BxZ I =Txz Nz石百 = IBxyByzl = IBxyllByzl =TXZ !q1q2石;五Txz Nz石百，则有 :TXZ =TxyTyZ , 

同理有 TXW = TxyTYZTZW。它很好地反映了数据处理定理的重要性质:级联信道只会丢失更多的信息。线性
相关系数越级联越小，反映了级联信息的丢失。

3.3 信道传输前后相关性变换分析

/劣， \元。 1

设信道传输前端输人平稳随机过程，两时刻的一维分布分别为/ '1,/ ~\，相关系数为 rω给定二元离
\P11 飞 P21

散机无茄班i记己忆{信阳言
l b, b, J --- 'v q 1 q2 

(们们叫川1.川，/仍y归吁2丁) ，相关系数蜘为 T'12'~据脏应用阳3.2叶节，几瓦→乓巳相档当于刊瓦川d矶l→X2-+Y2 ， 故椭有轧轩盯:川旷川r/〈川，飞1
q11 飞 q21

于 TY1X1 = T巧巧 =Txy ，有 :r'12=rizr12 。
结论:通过信道之后，输出 2 个时刻的相关信息只小不大。当 T12 = O( 相当于输入随机过程 2 个时刻统

计独立)或 TXY =O(相当于信道断开) ，有 T'12 =0。其物理意义明确且易于理解。

3.4 二级联信道 3 个变量的相关性分析

根据马尔可夫链的定义[町，可知:

fxyz(x ,y ,z) = fXY(x ,y )fzIXy(zlxy) = fXY( 元 ， y)fZIY(zly) =fxy(x ，y)fyz(y ， z)扩~(y) (8) 

代人式(3) ，可得:

f供 =pzq〈 +(-1)j+krud忑石2Pi + (一 1) i+j
Txy !P1P2q1豆 Sk + ( -1) i飞yTyZ !P1P2石2q1q21qj = 

Piq刷q岱v帆J卢'jSk句k +叫( -1 )j+kTyZ !q1q2石2Pi+川( -1旷)，川叫+忖飞l

比较式(仍例6创)λ，可得: TXYZ =TXZ (q1 -q2)/ ;q;q;; 当 q1 =q2 时 ， TXYZ =0 。
3.5 三级联信道 4 个变量的相关性分析

根据马尔可夫链的定义[叫，可知:

fxYZT( 耳 ， y ， z ， t) =fxy( 坷 ， y)fyz(y ， z)fzT(Z ， t)IUy(y)fz(z) ] (10) 

可推导出下式:

λ;k1 = PiqjSktl + ( -1)川TyZ !q1q2石;Pitl+(-1)i飞y /p孟百石 s山+( _1)k飞T!SI S2 t 1 t2P岛+

( -1)'川川叫+刊~飞k T
咀叮j 施

(-1)i+j+hlrxyrzTJP山q1q2S 1 S2 t 1 乌 i ，j ， k , l = 1 ,2 

经过与四维二态概率分布的表示形式进行详细的分析与比较可得 :TxyZ =TXZ (Q1 -Q2)1 ;q;q;,TYZT = 

TXT (SI -s2)1 ;S;;;, TXYT =TXT (Q1 -Q2)/ ;q;q;, TXZT =TXT(S] -s2)1 Js言，且有 TXYZ刀XYZ即'ZT卢=TXY刀yTZT刀ZT
当 q矶]=Q仇2 时 ， TXy.叼'z =TXYT =0; 当 S] =S2 时 ， TYZT = TXZT =0;且有 :TXYZT = TXTITyZ 。
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4 结束语

本文根据二维二态随机变量线性相关系数为零与统计独立等价概念，推导出二维二态随机变量的联合

概率分布列的 3 种表达形式，并给出己知概率分布求相关系数的简捷方法，以及边缘分布求组成联合分布的

相关系数的范围，再推广到三、四维二态随机变量的联合概率分布列的描述形式。所有的重要结论都经过细

致的仿真验证，由于篇幅所限未列出其结果。将得到的表示形式应用在数据信道通信的分析中，用信道两端

的相关系数来描述输入输出的信息藕合，对信息理论是一个很好的补充。该方法与信息论中的平均互信息、

数据处理定理相对应，得到非常美观的公式及非常理想的特性。
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The Description of Multidimensional Joint Probability Distribution of Two 
States and the Research on the Information Transfers of Data Communication 

UU Jin - mang1 , ZHANG Ya - xun1 , YUAN Xiu - jiu2 , HUA Jun3 

( 1. Missile Institute , Air Force Engineering University , Sanyuan 713800 , Shaanxi , China; 2. Sciences Institute , 

Air Force Engineering University , Xi'an 710051 , China;3. People's Liberation Army Military Representative Office 

of 149 Facto町， Shanghai 2∞245 ， China) 

Abstract : According to the theorγof the equivalence between the independence and the uncorrelation of two random 

variables , which only need two values , a joint probability distributions integrated expressive form is found. Through 

extending the theory ωmultidimensional joint probability distribution of two states , a multidimensional description 

is multidimensional is discovered. H marginal distributions of all random variables are written down , the range of 

each correlative coefficient can be calculated and then the joint distributed matrix can be found. The validity of this 

method is verified through simulations. By the way , this is applied to the description of joint channel from data 

communications and a highly fine conclusion is achieved. 

Key words: correlative coefficient; joint probability distribution; channel matri 




