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多组对策系统非劣 N ash 策略的功效系数算法
王国正 ，　吕中凯 ，　李炳杰

（空军工程大学 　理学院 ，陕西 　西安 　 ７１００５１）

摘 　要 ：引进多组对策系统组内部合作对策非劣解的线性型功效系数方法 ，证明最优解是组内

部隐含某一权重向量的合作对策的非劣解 ，由此得到合作对策的单目标规划问题 。在组内部该

问题的解不仅是非劣的 ，而且对于所有局中人都优于不合作时的 Nash平衡策略 。利用组与组

之间的非劣反应集 ，构造求解非劣 Nash 策略的迭代算法 。该算法在保留文献［３］优点的前提

下 ，克服其缺点 ，得到的解优于文献［３］对应的解 。最后 ，用实例验证了该算法的有效性和正确

性 ，所得结论丰富了多组对策问题的内容 。
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多组对策非劣 Nash策略的求解问题是近年来的一个热点 ，主要涉及组内部的合作和组与组之间不合

作的协调问题 。文献［１］ 、［２］通过优化全向量得到适当的策略 ，但对一般情况 ，不易求解析解 。文献［３］利用

多目标问题的最优均衡解［４］思想 ，研究了非劣 Nash策略的迭代求解问题 ，克服了文献［１］ 、［２］的缺陷 。文

献［３］未考虑组内部目标函数的数量级问题 ，容易使小数量级的目标函数在对策过程中失效 。本文引进一种

新的算法 ———线性功效系数法 ，该算法无需寻求组内部的合作权值 ，且保证了解的非劣优超谈判性 。依据各

目标函数的特点 ，组内部局中人的让步各不相同 ，使满足个体合理性和群体合理性的解不至于使小数量级的

目标函数失效 。

１ 　多组对策的非劣 Nash策略
仅考虑 ２组对策问题 ，对多于两组的情形 ，可类似处理 。根据文献［３］ ，２组对策问题为 ：

min
x f （x ，y）＝ （ f１ （x ，y） ， f２ （x ，y） ，⋯ ，f n （x ，y）） （１）

min
y
g（x ，y）＝ （g１ （x ，y） ，g２ （x ，y） ，⋯ ，gm （x ，y）） （２）

　 　非劣 Nash策略（x^ ，^y）是非劣理性反应集的交集中的元素 ，（x^ ，^y）同时满足 x^＝ ψ（y^）和 y^ ＝ φ（x^） 。

２ 　组内部合作对策非劣解的线性功效系数法

先考虑组内部合作对策问题 ，以第 ２ 组为例 ，对给定的第 １ 组控制变量 x（本节始终考虑 x为固定向
量） ，定义下列组内部合作对策问题（P） ：

min
y i

gi （x ，y） 　 　 i＝ １ ，２ ，⋯ ，m （３）

　 　定义 １ 　对每个给定的目标 gi （x ，y） ，当可行解（x ，y） ∈ D不同时 ，gi （x ，y）的相应值有好有坏 ，为了衡量
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这种好坏 ，定义功效系数［５］

βi ，即令 βi ＝ βi ［gi （x ，y）］ ，　 （x ，y） ∈ D ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m ，其中 ，０ ≤ βi ≤ １ ，并规定 ：

对 gi （x ，yi ）产生功效最好的（x ，y） ，评分为 βi ＝ １ ；功效最坏的（x ，y） ，评分为 βi ＝ ０ ；对不是最好也不是最坏的

中间状态 ，评分为 ０ ＜ βi ＜ １ 。对问题（P） ，可取线性功效系数 ，令
min
y ∈ D

２

gi （x ，y）＝ gi 倡 （x）

max
y ∈ D

２

gi （x ，y）＝ 珚g 倡
i （x）

i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m ，则 ：

βi ［gi （x ，y）］＝ １ －
gi （x ，y） － gi 倡 （x）
珚gi 倡 （x） － gi 倡 （x） ，　 　 i ＝ １ ，２ ⋯ ，m （４）

　 　不同于常见的效用函数 ，我们取 m个目标的功效系数的最大者作为效用函数 ，将问题（P）转化为问题
（珚P） ：

max
y ∈ D

２

u［g（x ，y）］＝ max
１ ≤ i ≤ mβ

i ［gi （x ，y）］ （５）

　 　定义 ２ 　称 y０ ∈ D２ 关于问题（P）是非劣的（或弱有效的） ，即如果不存在 y ∈ D２ ，使得对所有 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，

m ，有 gi （x ，y）＜ gi （x ，y０ ）恒成立 。

　 　定理 １ 　假设对固定的 x ，对一切 y及 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m均有 βi ［gi（x ，yi ）］＞ ０ ，且 βi ［gi （x ，yi ）］单减 ，则（珚P）
的任一最优解（x ，y 倡

）都是（P）的弱有效解 。

　 　证明 ：若（x ，y 倡
）不是（P）的弱有效解 ，则必存在（x ，珔y） ∈ D ，使 gi （x ，珔y） ＜ gi （x ，y 倡

） ，由假设 　 βi ［gi （x ，
yi ）］单减有 βi ［gi （x ，珔y）］＞ βi ［gi （x ，y 倡

）］ ，这与（x ，y 倡
）是（珚P）的最优解相矛盾 ，故（x ，y 倡

）必是（P）的非劣解 。

　 　定理 ２ 　设 D２ 是凸紧集合 ，gi （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m）关于 y是连续可微的凸函数 ，如果 y倡
∈ D２ 是问题（珚P）的

解 ，则存在非负单位权向量 ω ＝ （ω１ ，ω２ ，⋯ ，ωm ） ，使得 y 倡
∈ D２ 是问题min

y ∈ D
２
∑
m

i ＝ １

ωi g i （x ，y） 的解 。

　 　 证明 ：功效系数 βi ［gi （x ，y）］ ＝ １ －
gi （x ，y） － gi 倡 （x）
珚g 倡
i （x） － gi 倡 （x） ＝

珚g 倡
i （x） － gi （x ，y）
珚g 倡
i （x） － gi 倡 （x）

令实数 s ≤ ０ ，不难验证问题（珚P）等价于下列问题 ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 min
y ∈ D

２

　 　 s

s ．t 　 　
gi （x ，y） － 珚g 倡

i （x）
珚g 倡
i （x） － gi 倡 （x） ≤ s 　 ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m （６）

不妨设 D１ × D２ ＝ ｛hj （x ，y） ≤ ０ ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，l｝ ，其中 hj （x ，y）是关于 y的连续可微函数 ，引入 Lagrange
乘子 λ０ ，λ１ ，⋯ ，λm ；α１ ，α２ ，⋯ ，αl 以及 Lagrange函数 ：

L（x ，y ，λ ，α） ＝ s ＋ λ０ s ＋ ∑
m

i ＝ １

λi
gi （x ，y） － 珚g 倡

i （x）
珚gi 倡 （x） － gi 倡 （x） － s ＋ ∑

l

j ＝ １

αj h j （x ，y） （７）

由定理条件 ，y 倡 满足 Kuhn － Tucker［６］ 条件 ：

１ ＋ λ０ － ∑
m

i ＝ １

λi ＝ ０ ；

λ０ s ＝ ０ ；λ０ ≥ ０ ；

楚 y L （x ，y ，λ ，α） ＝ ０ ；

λi
g i （x ，y） － 珚gi 倡 （x）
珚gi 倡 （x） － gi 倡 （x） ＝ ０ ；　 　 λi ≥ ０ ，i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m

αj h j （x ，y） ＝ ０ ； αj ≥ ０ ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，l

（８）

假设 s ＜ ０（如果 s ＝ ０ ，则问题存在绝对最优解） ，因此 λ０ ＝ ０ ，故 ∑
m

i ＝ １

λi ＝ １ ，又由 楚 yL （x ，y ，λ ，α） ＝ ０ ，可

得 ：

∑
m

i ＝ １

λi

珚g 倡
i （x） － gi 倡 （x） 楚 y gi （x ，y） ＋ ∑

l

j ＝ １

αj 楚 y hj （x ，y） ＝ ０ （９）

令 　 γi ＝
λi

珚g 倡
i （x） － gi 倡 （x） ，　 珔γi ＝

γi

∑
m

i ＝ １

γi

，　 珔αj ＝
αj

∑
m

i ＝ １

γi

。则就有 ：

∑
m

i ＝ １

珔γi 楚 y gi （x ，y） ＋ ∑
l

j ＝ １

珔αj 楚 y hj （x ，y） ＝ ０ ，珔αj h j （x ，y） ＝ ０ ，珔αj ≥ ０ ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，l （１０）
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显然式（１０）是问题min
y ∈ D

２
∑
m

i ＝ １

珔γi gi （x ，y）的 Kuhn － Tucker条件 ，由定理的条件 ，令 ω ＝ （ω１ ，ω２ ，⋯ ，ωm ） ＝

（珔γ１ ，珔γ２ ，⋯ ，珔γm ） ，显然 y 倡 是问题min
y ∈ D

２
∑
m

i ＝ １

ωi g i （x ，y）的最优解 。

注 １ ：定理 ２表明 ，求解问题（６）（或问题（５））得到的弱有效解等价于某个权问题的解 ，该权就是（珔γ１ ，珔γ２ ，

⋯ ，珔γm ） ，它是隐含的权值 ，只依赖于目标函数和约束函数 ，不依赖于人为的设定 。

注 ２ ：线性效用函数显然是目标函数的量纲统一化处理 ，不会使小数量级的目标函数失效 ，这也是本文

方法的特点之一 。

３ 　 迭代算法

定义 ３ 　 设 y０ ∈ D２ ，y１ ∈ D２ ，如果对所有 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m ，有 gi （x ，y１ ） ≤ gi （x ，y０ ） ，且对某一 k ∈ ｛１ ，２ ，

⋯ ，m｝有 gk （x ，y１ ） ＜ gk （x ，y０ ） ，则称策略 y１ 优超策略 y０ 或 y１ 不劣于 y０ ，称所有优超于 y０ 的策略集合为 y０

的严格优超策略集 。

定义 ４ 　 令 y０ 为组内部不合作对策的 Nash平衡策略 ，则称严格优超于 y０ 的策略为优超谈判策略 。如果

该策略又是非劣的 ，则称该策略为非劣优超谈判策略［７ －８］
。

问题（珚P）的解是非劣的 ，但不一定是优超谈判策略 ，类似于文献［３］可对（P）做进一步改进 。引进未知变

量 珔y ，可得求解优超谈判策略的单目标规划（珚P′） ：

min s
s ．t畅 　

gi （x ，y） － 珚g 倡
i （x）

珚g 倡
i （x） － gi 倡 （x） ≤ s ， i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m

抄 gi （x ，珔y）
抄 yi ＝ ０ ， i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m

gi （x ，y） － gi （x ，珔y） ≤ ０ ， i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m
s ≤ ０

（１２）

然而 ，值得强调的是 ，如果不能确定 Nash平衡策略位于 D２ 的内部 ，则不得不先求 Nash平衡策略对应
的支付值 珚gi ，此时 ，求解问题（珚P′）归结为求解问题（P） 。
以上对组 １给出的任一策略 x∈ D１ ，构造了组 ２内部合作情形下寻求非劣优超谈判策略的单目标规划

（珚P′） 。同理 ，对组 ２给出的任一策略 y ∈ D２ ，对组 １也可做类似处理 。

对任意给定策略 y ∈ D２ ，引进未知变量 珔x ，可得求解优超谈判策略的单目标规划（珚P″） ：

min z
s ．t畅 　

f j （x ，y） － 珚f 倡
j （y）

珚f 倡
j （y） － f j 倡 （y） ≤ z ， j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n

抄 f j （珔x ，y）
抄 xj ＝ ０ ， j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n

f j （x ，y） － f j （珔x ，y） ≤ ０ ， j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n
z ≤ ０

（１２）

假设对任意 y ∈ D２ ，构造组 １寻求非劣优超谈判策略的单目标规划为（珚P″） ，对任意 y ∈ D１ ，构造组 ２对

应的单目标规划为（珚P′） 。由于组与组之间是不合作的 ，可利用组与组之间非劣理性反应集构造求解 ２组对

策问题非劣 Nash策略的交互式迭代算法［３ ，９］
。

步骤 １ ：　任意给定初始对策 x（１） ∈ D１ ，y（１） ∈ D２ ，数值精度 ε≥ ０ ，k ：＝ １ 。

步骤 ２ ：对给定对策 x（k） ∈ D１ ，求解问题（珚P′）得到最优解 y（k ＋ １）
∈ D２ 。对给定对策 y（k ＋ １）

∈ D２ ，求解问题

（珚P″）得到最优解 x（k ＋ １）
∈ D１ 。

步骤 ３ ：判断是否 ‖ （x（k） ，y（k） ） － （x（k ＋ １）
，y（k ＋ １）

） ‖ ∞ ≤ ε ，如果是 ，则（x（k ＋ １）
，y（k ＋ １）

）是二组对策问题的非

劣 Nash策略 ，否则 ，k ：＝ k ＋ １ ，转步骤 ２ 。
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４ 　算例

考虑与文献［３］同样的分组对策算例 ，组 １有 ３个目标 ，决策变量为 x＝ （x１ ， x２ ，x３ ） ，组 ２有 ２个目标 ，

决策变量为 y ＝ （y１ ，y２ ） ，目标函数和约束条件分别为 ：

min
x

－ f １ （x ，y）＝ － （p x１ － a１ x２１ ）
min
x

－ f ２ （x ，y）＝ － （p x２ － a２ x２ ）
min
x

－ f ３ （x ，y）＝ － （p x３ － a３ x２３ ＋ c３ x３ ）
min
y

－ g１ （x ，y）＝ － （p y１ － b１ y２１ ）
min
y

－ g２ （x ，y）＝ － （p y２ － b２ y２ ）
其中 ，０ ＜ x１ ，x２ ，x３ ，y１ ，y２ ＜ ５０ ，p ＝ p０ － （x １ ＋ x２ ＋ x３ ＋ y１ ＋ y２ ） ，p０ ＝ ２４０ ，a１ ＝ １ ，a２ ＝ ５０ ，a３ ＝ １ ，b１ ＝ １畅５ ，

b２ ＝ ６０ ，c３ ＝ ２０ 。

取初始值 x（１） ＝ （２５ ，２５ ，２５） ，y（１） ＝ （２５ ，２５） ，以初始值 x（１） ＝ （２５ ，２５ ，２５）开始执行算法 １ ，将迭代结果记

录于表 １ 。

表 １ 　算法 １的迭代结果记录

Tab ．１ 　 Records of iterative results for algorithm １

k x y z s
１  （２５ 3)畅 ００ ，２５ :畅 ００ ，２５ K畅 ００） （２５ LB畅 ００ ，２５ S畅 ００）

２  （１９ 悙唵畅 ６８５ ８ ，２８  畅 ８３９ ３ ，２４ 倐畅 ３７９ ５） （１８ 哌照畅 ８９６ ０ ，３４ S畅 １７０ ５） ０   畅 ５００ ０ ０ 蜒乔畅 ３５４ ７

３  （１９ 悙唵畅 ４９６ ０ ，２８  畅 ６５３ ７ ，２４ 倐畅 ４４０ ４） （１９ 哌照畅 ５５５ ５ ，３４ S畅 ２３１ ２） ０   畅 ４９７ ５ ０ 蜒乔畅 ３６０ ８

４  （１９ 悙唵畅 ４６７ １ ，２８  畅 ６２７ ２ ，２４ 倐畅 ４４９ ０） （１９ 哌照畅 ６５４ ７ ，３４ S畅 ２３６ ８） ０   畅 ４９７ ２ ０ 蜒乔畅 ３６１ ７

５  （１９ 悙唵畅 ４６３ １ ，２８  畅 ６２３ ３ ，２４ 倐畅 ４５１ １） （１９ 哌照畅 ６６９ ２ ，３４ S畅 ２３７ ６） ０   畅 ４９７ １ ０ 蜒乔畅 ３６１ ８

６  （１９ 悙唵畅 ４６２ ４ ，２８  畅 ６２３ ３ ，２４ 倐畅 ４５１ ４） （１９ 哌照畅 ６７０ ３ ，３４ S畅 ２３７ ６） ０   畅 ４９７ １ ０ 蜒乔畅 ３６１ ８

７  （１９ 悙唵畅 ４６２ ４ ，２８  畅 ６２３ ３ ，２４ 倐畅 ４５１ ４） （１９ 哌照畅 ６７０ ３ ，３４ S畅 ２３７ ６） ０   畅 ４９７ １ ０ 蜒乔畅 ３６１ ８

　 　经过 ７次迭代 ，计算精度已达到 １０
－ ４

，问题的解为 ：

组 １ ：（x１ ，x２ ，x３ ） ＝ （１９畅２６２ ４ ，２８畅６２３ ３ ，２４畅４５１ ５） ，目标函数值分别为 ：－ ４ ３２８畅７１ ，－ ４ ３０４畅５２ ，

－ ５ ３０４畅５２ 。组 ２ ：（y１ ，y２ ） ＝ （１９畅６７０ ３ ，３４畅２３７ ６） ，目标函数值分别为 ：－ ２ ８０４畅３７ ，－ ２ ８７３畅１３ 。而文献

［３］对同样的问题 ，利用最优均衡解方法［１０］得到的解为 ：组 １ ：（x１ ，x２ ，x３ ） ＝ （２２畅２１ ，３１畅０６ ，１４畅９７） ，目标函数

值分别为 ：－ ２ ０９５畅２ ，－ ２ ０６６畅３ ，－ １ ２２１畅３ 。 组 ２ ：（ y１ ，y２ ） ＝ （２１畅１０ ，３４畅１２ ） ，目标函数值分别为 ：

－ １ ７９２畅００ ，－ １ ９３０畅００ 。显然本文方法比文献［３］的方法更加具有优势 。

５ 　结论

本文对多组对策系统非劣 Nash策略问题 ，引入了线性型功效系数的概念 。利用此方法 ，不设权重便可

得到组内部合作对策的非劣优超谈判策略 ，克服了文献［１］的缺点 ，在保留文献［３］优点的前提下 ，改进了其

容易使小数量级的目标函数在对策过程中失效的缺陷 ，且结果更优于文献［３］ 。
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Efficiency Coefficient Algorithm for Non － inferior Nash Strategy
in Multi － team Game Systems

WANG Guo － zheng ，L 册 Zhong － kai ，LI Bing － jie
（Science Institute ，Air Force Engineering University ，Xi′an ７１００５１ ，China）

Abstract ：The algorithm called linear efficiency coefficient for cooperative games within each team in multi
－ team game systems is introduced to prove that the optimal solution is a non － inferior solution for cooper‐
ative game which implies a certain weight vector within each team ．By this result ，a single objective param‐
eter programming for the cooperative games within each team is developed ．The solution of this program‐
ming is not only a non － inferior solution but also a strategy superior to Nash equilibrium strategies for all
the players within each team ．An iterative algorithm for solving non － inferior Nash strategies between the
teams is proposed using the non － inferior reaction sets of the teams ．The algorithm contains the advanta‐
ges from literature ［３］ ，and simultaneously overcomes its disadvantages ．The solution derived from this
algorithm is superior to that from literature ［３］ ．Finally ，an example is taken to verify the effectiveness
and the correctness of the algorithm ，and the results obtained in the paper will enrich the multi － team
game theory ．
Key words ：multi － team games ；non － inferior Nash strategy ；linear efficiency coefficient algorithm
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