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乘性 ／加性噪声 M arko v 跳变系统线性均方最优控制
伍友利 ，　方洋旺 ，　王洪强 ，　刘文杰

（空军工程大学 　工程学院 ，陕西 　西安 　 ７１００３８）

摘 　要 ：针对具有乘性／加性噪声的离散时间 Markov 跳变线性系统 ，运用 Bellamn随机动态规
划法 ，对于噪声相互独立和相关两种情形推导了有限终止时间和无限终止时间的随机 LQ 最优
控制算法 ，控制器的求解归结为求一组代数 Riccati方程解 。与不含有乘性噪声的系统相比较 ，

此 Riccati方程中多了包含噪声强度的项 ，反映了噪声对控制器的影响 ，从而改善了系统的性

能 。仿真结果与名义系统相比较 ，表明了本文所设计的控制器使系统具有更优的性能 。
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由于在实际工程问题的建模过程中发现许多系统受到随机乘性和加性噪声影响 ，对具有随机乘性噪声

的动态系统的研究越来越受到重视 。这类系统在核裂变 、热传导 、人口模型 、资本最优组合等领域得到了广

泛的应用 。人们已经对这类系统的控制和滤波问题进行了较为深入的研究［１ － ７］
，如 H２ 和 H ∞ 控制问题 、鲁

棒稳定性和可稳定性条件 、预测控制等 。

特别地 ，对于状态和控制都包含乘性噪声的线性系统的随机均方最优控制问题［８ － １３］已有较深入的研究

成果 。 Ait Rami［１４］等研究了具有乘性噪声的离散系统 ，在代价函数权重矩阵不定的情形下给出了随机 LQ
最优问题的适定性条件和最优控制器的一般形式 。赵明旺提出了一类具有乘性噪声的系统模型 ，并给出了

最优控制算法及 Riccati方程的解法 ，但没有考虑具有 Markov 参数跳变情形 ，且不包含加性噪声 。 L ．V ．

Costa［１５］等针对一类具有乘性噪声的离散 Markov跳变系统 ，研究了其最优控制问题 。既包含乘性噪声又包

含加性噪声的离散 Markov跳变系统的最优控制问题的研究目前还没有见到 。

本文针对一类包含有乘性和加性噪声的离散时间 Markov线性跳变系统 ，在随机 LQ 最优准则下 ，利用

随机 Bellman动态规划法 ，研究其在有限时间 、无限时间和噪声相关情形下的最优控制问题 。

１ 　问题描述

考虑如下具有乘性／加性噪声的离散 Markov跳变系统 ：

xk ＋ １ ＝ （Ak （rk ）＋ Fk （rk ）ξxk （rk ））xk ＋ （Bk （rk ）＋ Gk （rk ）ξuk （rk ））uk ＋ Lk （rk ）wk （rk ）
x０ ∈ Rn

， rk ∈ S ，k ＝ ０ ，１ ，⋯ ，N － １
（１）

式中 ：初始状态 x０ ∈ Rn
；控制序列 u（k） ∈ Rp 和噪声（ξ

x
k （rk ） ，ξ

u
k （rk ） ，wk （rk ） ，rk ∈ S ，k ＝ ０ ，１ ，⋯ ，N － １）定义

在给定概率空间（Ω ，F ，P） ；对于每一个固定的 rk ∈ S ，Ak （rk ） ，Fk （rk ） ，Bk （rk ） ，Gk （rk ） ，Lk （rk ）为具有适当维
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数的已知常值矩阵 。假设对任意时刻 k ，xk 和 rk 已知 。不失一般性 ，假设 ξ
x
k （ rk ） ，ξ

u
k （ rk ）为标量随机序列 。

噪声 ξ
x
k （rk ） ，ξ

u
k （rk ） ，wk （rk ）与初始条件 x０ ，r０ 互不相关 ，满足 ：E［ξxk （rk ）］＝ E［ξuk （rk ）］＝ E［wk （ rk ）］＝ ０ ，E［ξxk

（rk ）２ ］＝ χ
x
k （rk ） ，E［ξuk （rk ）２ ］＝ χ

u
k （rk ） ，E［wk （rk ）wk （rk ）T ］ ＝ χ

w
k （ rk ） ，E［wk （ rk ）ξxk （ rk ）］ ＝ ０ ，E［wk （ rk ）ξuk （ rk ）］

＝ ０ ，E［ξxk （rk ）ξuk （rk ）］＝ ０ 。 rk 为在有限集 S ＝ ｛１ ，２ ，⋯ ，s｝中取值的离散时间 、离散状态 Markov链 ，其状态转

移概率 P｛ rk ＋ １ ＝ j ｜rk ＝ i｝ ＝ qij ，式中 qij ≥ ０ ，且对于任意的 i ∈ S ，∑
s

j ＝ １

qij ＝ １ 。记 pk （i） ＝ P（rk ＝ i） 。

２ 　 乘性 ／加性离散 Markov跳变系统最优控制
与确定性系统最控制类似 ，下面将分有限终止时间和无限终止时间讨论系统（１）的 SLQ最优控制问题 。

2畅1 　 有限终止时间情形
有限终止时间 LQ 最优控制的最优指标函数为 ：

J（r０ ，x０ ，u） ＝ E［xTN Q（rN ）xN ］ ＋ ∑
N －１

k ＝ ０

E［xTk Q（rk ）xk ＋ uTk R（rk ）uk ］ （２）

式中 ：Q（rk ）（k ＝ ０ ，１ ，⋯ ，N）为非负定对称矩阵 ；R（rk ）（k ＝ ０ ，１ ，⋯ ，N － １）为正定对称矩阵 。

下面求解系统（１）在 LQ 指标（２）下的最优控制问题 。

定理 １ 　 乘性 ／加性离散 Markov跳变系统（１）在 LQ 指标（２）下的最优指标和最优控制律分别为 ：

J（r０ ，x０ ，u０ ） ＝ ∑
s

i ＝ １

p０ （i）xT０ P０ （i）x０ ＋ ∑
N －１

k ＝ ０

pk （i）Tr（Lk （i）T εi （Pk＋ １ ）Lk （i）χwk （i）） （３）

uk ＝ － Hk （rk ）－１ Mk （rk ）xk （４）

式中矩阵 Hk （rk ） ，Mk （rk ）和 Pk （rk ）满足如下 Riccati方程 ：

Pk （rk ） ＝ Q（rk ） ＋ Ak （rk ）T εi （Pk＋ １ ）Ak （rk ） ＋ Fk （rk ）T εi （Pk＋ １ ）Fk （rk ）χxk （rk ） － Mk （rk ）T Hk （rk ）－１ Mk （rk ）
PN （rN ） ＝ Q（rN ） ，Pk （rk ） ＞ ０

Hk （rk ） ＝ R（rk ） ＋ Bk （rk ）T εi （Pk＋ １ ）Bk （rk ） ＋ Gk （rk ）T εi （Pk＋ １ ）Gk （rk ）χuk （rk ） ＞ ０

Mk （rk ） ＝ Bk （rk ）T εi（Pk＋ １ ）Ak （rk ）
（５）

证明 ：采用 Bellman动态规划法［１３］ 求解此问题 。

定义 ：k（０ ≤ k ≤ N － １）时刻的最优代价函数为 ：

J（rk ，xk ，uk ） ＝ E xTN Q（rN ）xN ＋ ∑
N －１

i ＝ k
xTi Q（ri ）xi ＋ uTi R（ri ）ui （６）

当 k ＝ N － １时 ，令 PN （rN ） ＝ Q（rN ） ，由由最优化原理及式（１）和式（６）有 ：

抄
抄uN －１

（ J（rN －１ ，xN －１ ，uN －１ ） － E［Tr（εi （PN ）χwk （rk ））］） ＝ ０ （７）

因此 ，

uN －１ ＝ － ［R（rN －１ ） ＋ BTN －１ （rN －１ ）εi （PN ）BN －１ （rN －１ ） ＋

GTN －１ （rN －１ ）εi （PN ）GN －１ （rN －１ ）χ
u
N －１ （rN －１ ）］

－１
［BTN －１ （rN －１ ）εi （PN ）AN －１ （rN －１ ）xN －１ ＝

－ HN －１ （rN －１ ）
－１ MN －１ （rN －１ ）xN －１ （８）

将式（８）代入式（７） ，有 ：

J （rN －１ ，xN －１ ，uN －１ ） － E［T r（LN －１ （rN －１ ）
T
εi（PN ）LN －１ （rN －１ ）χ

w
k （rk ））］ ＝

xTN －１ ［Q（rN －１ ） ＋ AN －１ （rN －１ ）
T
εi （PN ）AN －１ （rN －１ ） ＋

FN －１ （rN －１ ）
T
εi （PN ）FN －１ （rN －１ ）χ

x
k （rk ） － MN －１ （rN －１ ）

T HN －１ （rN －１ ）
－１ MN －１ （rN －１ ）］xN －１ ＝

xTN －１ PN －１ （rN －１ ）xN －１ （９）

上式对任意的 xN －１ ，rN －１ 都成立 ，因此有 ：

PN －１ （rN －１ ） ＝ Q（rN －１ ） ＋ AN －１ （rN －１ ）
T
εi （PN （rN ））AN －１ （rN －１ ） ＋

FN －１ （rN －１ ）
T
εi （PN （rN ））FN －１ （rN －１ ）χ

x
N －１ （rN －１ ） － MN －１ （rN －１ ）

T HN －１ （rN －１ ）
－１ MN －１ （rN －１ ） （１０）
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对任意的 k（０ ≤ k ≤ N － １）时刻式（６） －式（８）都成立 ，由数学归纳法 ，定理得证 。

注 １ ：当噪声强度为零时 ，系统变为名义系统 ，此时控制退化为名义系统的最优控制 ，与文献［１］中的最

优控制算法相同 ；当噪声强度不为零时 ，与不含乘性噪声系统的最优控制相比 ，Riccati方程中多了包含噪声
强度的项 ，这表明对噪声进行建模后所得到的最优控制律将提高系统的性能 。

2畅2 　 无限终止时间情形
考虑系统（１）的时不变情形

xk＋ １ ＝ （A（rk ） ＋ F（rk ）ξxk （rk ））xk ＋ （B（rk ） ＋ Gk （rk ）ξuk （rk ））uk ＋ L（rk ）wk （rk ）
x０ ∈ Rn

， rk ∈ S ，k ＝ ０ ，１ ，⋯ ，∞
（１１）

无限终止时间 LQ 最优控制的最优指标函数为 ：

J（r０ ，x０ ，u） ＝ lim sup
N → ∞

１
N ∑

N －１

k ＝ ０

E［xTk Q（rk ）xk ＋ uTk R（rk ）uk ］ （１２）

式中 ：Q（rk ）为非负定对称矩阵 ；R（rk ）为正定对称矩阵 。

注 ２ ：对于一般的无限时间 LQR问题 ，其代价函数一般定义为如下形式 ：

J（r０ ，x０ ，u） ＝ E ∑
N －１

k ＝ ０

xTk Q（rk ）xk ＋ uTk R（rk ）uk （１３）

当系统包含加性噪声 wk （rk ）时 ，代价函数（１３）可能会变为无限值 ，无法比较大小 ，从而无法求取最优代

价函数 ，所以本文选取长时间平均代价函数（１２） 。

定理 ２ 　 乘性 ／加性离散 Markov跳变系统（１１）在 LQ指标（１２）下的最优指标和最优控制律分别为 ：

J（r０ ，x０ ，u０ ） ＝ ∑
s

i ＝ １

Tr（p（i）L（i）T εi （P）L（i）χw （i）） （１４）

uk ＝ － H（rk ）－１ M（rk ）xk （１５）

式中矩阵 H（rk ） ，M（rk ）和 P（rk ）满足如下 Riccati方程 ：

P（rk ） ＝ Q（rk ） ＋ A（rk ）T εi （Pk ）A（rk ） ＋ F（rk ）T εi （Pk ）F（rk ）χx （rk ） － M（rk ）T H（rk ）－１ M（rk ）
P（rk ） ＞ ０

H（rk ） ＝ R（rk ） ＋ B（rk ）T εi （Pk ）B（rk ） ＋ G（rk ）T εi （Pk ）G（rk ）χu（rk ） ＞ ０

M（rk ） ＝ B（rk ）T εi （Pk ）A（rk ）

（１６）

证明 ：根据定理 １ ，由有限时间 LQ 最优控制问题的 Riccati方程解的收敛性［１３］
，直接可得到定理 ２的证

明 。

　 　 注３ ：对形于式（１６）的Riccati方程 ，文献［１］给出了其唯一解存在且收敛到 P（rk ）的充分条件 ，因此对于

时不变系统的最优控制问题 ，在进行计算时只需要记录下控制增溢 ［K（１） ，K（２） ，⋯ ，K（s）］ ，K（i） ＝

－ H（i）－１ M（i） ，i ＝ １ ，２ ，⋯ ，s 。
2畅3 　 噪声相关情形
下面讨论噪声相关时系统（１）在 LQ 指标（２）下的最优控制问题 。

假设 E［ξxk （rk ）ξuk （rk ）］ ＝ χ
xu
k （rk ） ，E［wk （rk ）ξxk （rk ）］ ＝ χ

xw
k （rk ） ，E［wk （rk ）ξuk （rk ）］ ＝ χ

uw
k （rk ） 。

定理 ３ 　 乘性 ／加性离散 Markov跳变系统（１） ，当 E［ξxk （rk ）ξuk （rk ）］ ＝ χ
xu
k （rk ） ，E［wk （rk ）ξxk （rk ）］ ＝ χ

xw
k

（rk ） ，E［wk （rk ）ξuk （rk ）］ ＝ χ
uw
k （rk ）时 ，在 LQ 指标（２）下的最优指标和最优控制律分别为 ：

J（r０ ，x０ ，u０ ） ＝

∑
s

i ＝ １

p０ （i）xT０ P０ （i）x０ ＋ ２xT０ 矱０ （i） ＋

∑
N －１

k ＝ ０

（pk （i）Tr（Lk （i）T εi （Pk＋ １ ）Lk （i）χwk （i）） － ψ
T
k （rk ）H－１

k （rk ）ψk （rk ））
（１７）

uk ＝ － Hk （rk ）－１
（Mk （rk ） ＋ ψk （rk ））xk （１８）

ψk （rk ） ＝ Gk （rk ）T εi （Pk＋ １ ）Lk （rk ）χuwk ＋ Bk （rk ）T 矱k＋ １ （rk ） （１９）

矩阵 Hk （rk ） ，Mk （rk ）和 Pk （rk ）满足如下 Riccati方程 ：
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Pk （rk ） ＝ Q（rk ） ＋ Ak （rk ）T εi （Pk＋ １ ）Ak （rk ） ＋ Fk （rk ）T εi （Pk＋ １ ）Fk （rk ）χxk （rk ） － Mk （rk ）T Hk （rk ）－１ Mk （rk ）
PN （rN ） ＝ Q（rN ） ，Pk （rk ） ＞ ０

Hk （rk ） ＝ R（rk ） ＋ Bk （rk ）T εi （Pk＋ １ ）Bk （rk ） ＋ Gk （rk ）T εi （Pk＋ １ ）Gk （rk ）χuk （rk ） ＞ ０

Mk （rk ） ＝ Bk （rk ）T εi （Pk＋ １ ）Ak （rk ） ＋ Gk （rk ）T εi （Pk＋ １ ）Fk （rk ）χxuk （rk ）
（２０）

矱k （rk ）满足如下方程 ：

矱k （rk ） ＝ （Ak （rk ）T － Mk （rk ）T Hk （rk ）－１ Bk （rk ）T ）矱k＋ １ （rk＋ １ ） ＋

Fk （rk ）T εi （Pk＋ １ ）Lk （rk ）χxwk （rk ） － Mk （rk ）T Hk （rk ）－１ Gk （rk ）T χuwk （rk ）
矱N （rN ） ＝ ０

（２１）

证明 ：考虑到噪声的相关性 ，与定理 １证明方法类似 ，即可得到定理 ３的证明 。

注 ４ ：文献［１４］研究了不含 Markov跳变参数系统的最优控制 ，可看作本文当 s ＝ １时的特例 。

３ 　 仿真计算

对于模型（１１） ，考虑两模态情形 ：

模态 １（r（k）＝ １） ：

A（１）＝ １ １

－ ２ － ２
，B（１）＝ １ １

１ ０
，F（１）＝ １ １

－ ２ － ２
，G（１）＝ １ １

０ ０
，L（１）＝ １ ０

０ １

模态 ２（r（k）＝ ２） ：

A（２）＝ ０ １

－ １ － ２
，B（２）＝ １ ０

０ ０
，F（２）＝ ０ １

－ １ － ２
，G（２）＝ １ １

０ １
，L（２）＝ ０ １

１ ０

结构转移概率矩阵为 ：q＝
０畅７ ０畅３

０畅４ ０畅６
；权重矩阵为 ：Q＝

１ ０

０ １
，R ＝ １ 。

乘性随机噪声给定为具有零均值的正态分布随机数 。在不同随机因素输入下 ，对上述 LQ 最优控制问
题进行仿真 ，计算结果见表 １ 。

表 １ 　仿真计算结果

Tab畅１ 　 Simulation result
χ
x
＝ χ

u
＝ χ

w
＝ χ

最优指标值 J
乘性／加性噪声系统 乘性噪声系统 名义系统

０ %０ 憫２３ 拻噰畅２１８ １ ２３ �篌畅２１８ １

０ 鼢祆畅１ ２   畅７０４ １ ２９ 拻噰畅３１２ ９ ２６ �篌畅７９７ ８

０ 鼢祆畅３ ２４ % 畅９９４ １ ９０ 拻噰畅６１３ ５ ８９５   畅６４８ ７

０ 鼢祆畅５ ３０２ <1畅８３８ ９ ７０１ ┅灋畅２１６ ５ 均方不稳定

　 　当 χ＝ ０即为不考虑噪声时系统（１１）的 LQ 最优控制问题 ，此时 ３种系统的最优控制算法相同 ，所以乘

性系统与名义系统的最优指标相同 ，而乘性／加性系统的最优指标由式（１７）可知为 ０ 。

从表 １的仿真结果可知 ，若存在乘性随机噪声 ，名义系统的最优反馈控制指标下降 ，甚至导致闭环系统

不能均方稳定 ，而乘性随机 Markov跳变系统的 LQ 最优控制方法则能很好的使系统闭环稳定 ，并在相同指

标下能够得到较名义系统最优控制更优的控制指标 。乘性／加性噪声系统的最优指标随加性噪声的强度增

大而增大 ，较乘性系统更能反映系统性能指标的变化 。因此 ，本文所提出的方法对于具有乘性噪声的离散

Markov 跳变线性系统是一种有效的控制方法 。

４ 　结论

本文针对一类含有乘性和加性噪声的离散 Markov 跳变线性系统 ，在随机均方准则下 ，运用随机 Bell‐
man动态规划法 ，对有限时间 、无限时间和噪声相关情形 ，分别推导了最优控制器的结构和相应的 Riccati方
程 。仿真结果表明 ，乘性噪声系统随机 LQ 最优控制器较名义系统的最优控制器能获得更性的系统性能指
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标且能很好的保证了闭环系统稳定性 ，而乘性／加性噪声系统最优代价函数较乘性噪声系统更能反映系统的

性能 ，本文所研究的控制器设计算法是一种有效的乘性 Markov跳变系统控制方法 。
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Linear Quadratic Optimal Control for Discrete －Time Markov Jump System
with Multiplicative and Additive Noise

WU You － li ，FANG Yang － wang ，WANG Hong － qiang ，LIU Wen － jie
（Engineering Institute ，Air Force Engineering University ，Xi′an ７１００３８ ，China）

Abstract ：The finite and infinite horizon stochastic linear quadratic optimal control algorithms for discrete －
time Markov jump with multiplicative and additive noise system are presented based on Bemllman stochas‐
tic dynamic programming ．And an optimal control is studied when the noises are correlated ．The solution
to the controller boils down to solving a set of algebra Riccati equations ．The algebra Riccati equations in‐
clude the noise covariance matrix which describes the effect of the noise on the controller ，so the perform‐
ance of the system is improved ．Finally ，the simulation results show that the performance of the system
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with the controller in this paper is better than that of the nominal system ．

Key words ：multiplicative and additive noise ；Markov jump system ；optimal control ；Bemllman stochastic
dynamic programming
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