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离散 Hopfield 神经网络的动态行为分析
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摘 要:离散 Hopfield 神经网络的稳定性不仅本身有重要的理论意义，而且也是网络应用的基础 o

主要研究非对称离散 Hopfield 神经网络在井行演化模式下的动力学行为，得到了一些新的稳定性

条件，所获结果进一步推广了一些已有的结论。
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1 基本模型

具有 π 个神经元的离散 Hopfield 神经网络记为 N=(W，的，其演化方程为

Xi(t + 1) = sgn( L WijXj(t) + 时= 1 ,2 ,… A 
、
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其中，符号函数

r 1 若 X~O
sgn(x) = ~ -

l - 1 若 X < 0 

并且网络的连接权矩阵 W = (叫)阳，阔值向量为 θ= (θ1 ，…， oJ ，并记为 N = (W ， θ) ,X i ( t) 表示神经元

i 在时刻 E 所处的状态 t ε10 ， 1 ， 2 ，…!。时刻J t 处的状态向量为 X(t) = (x1(t) ， … ， Xn(t))T。在任意时刻J t , 

网络所有神经元的状态都按式(1)进行演化，则称这种模式为并行(或同步)演化模式。

设网络 N = (W， θ) 从初始状态 X(to ) 开始演化，对充分大的 t 有:

X(t + 1) = X(t) 

则称此网络关于初始状态 X( to) 是并行(或同步)收敛(或稳定)的。关于任何的初始状态都并行收敛的网

络称为并行收敛的网络。

为叙述方便，记 1 = 11 ， 2 ，…，叫，任给矩阵A = (αij) iJel'记 A. = (αi; ) i ，f el'其中

(2) 

α;=(; 扫 I aki 
- a ik I ~ = } 

(3) 

z 手 l

2 主要结果

文献[5] 中给出，如果矩阵A. = (ai) 盯I是半正定的，并且矩阵B = (bi)iJel是行(或列)对角占优的，

即 'r/ iEI ，有 bzs22:|bq|(或 bii 注 L I bji I )，则离散 Hopfield 神经网络 N = (A +B ，的是并行收敛
j~i i#:i 

的。这里所说的矩阵A 半正定是指 VXEt，有 XTAX ~O ，矩阵A 不需要对称.特别地，在矩阵B =0 时该
结论是文献[1]中定理 2。进一步，在上述结论和文献[1 - 4] 的基础上，我们给出下面的结果。
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定理 如果矩阵A 阜= (ωα;υ)iJ严el是半正定的，矩阵 B = (仙bEqf)zh盯‘

行对角占优的，则网络 N = (ωA +B + C ， θ创)是井行收敛的，其中 α4; 的表达见式(σ3)λ。

证明 首先令

乱= max{ 三 (αij + bij + Ci)Xj + ()i 三 (aij + bij + cij)xj + ()i < 0 ，句 εl-l ， ll ，jE I}

2004 年

如果上式中没有叭，吨，… ， X. E I - 1 ， 11 使工 (aij + bij + cij一 ) xj + ()i < 0 成立，则 δE可取为任何的负数。

并令 OE=OE-5 ， i=12 ， ， π ，于是根据符号函数的性质，有:

Xi(t + 1) = sgn( 立 (aij + bij + cij)xj( t) + ()J = sgn( 立 (aij + bij + ci)xj(t) + (),) (4) 

很明显，网络(4) 的收敛性与网络(1)的收敛性完全相同，并且网络(4) 是严格的，所谓网络是严格的是

指 V xj E I - 1 ,1 1 ,j E /，有三(问 +bu+Cq)ZJ+Oz 乒 0。下面将证明网络(4) 是收敛的。定义网络(4) 能量

函数如下:

E( X( t)) = - ~ XT (t川(t) - XT(t)BX(t) - XT(t)jj 

其中 θ= (()1' …,().) 
T。则能量函数(5) 沿网络(4) 的变化为

其中

Ll E(X(t)) =E(X(t+l)) -E(X(t)) 

-÷XT(t+1)AX(t+1)-XT(t+1)BX(t+1)-XT(t+1)卜

÷XT(叫( t) - XT ( t) BX ( t) - XT ( t) jj = 

÷AXT(t)AX(t)-÷AXT(t)AAX(t)- 仨XT(t)ALlX(t) -

LlXT(t) [(A + B + C)X(t) + θ] - XT(t + 1 )BLlX(t) + LlXTCX( t) = 

- p(t) - q(t) - r(t) 

LlX(t) = X(t + 1) -X(t) 

p(t)=-LAXT(t)AX(t)+ixT(MAX(t)+ιXT (t)A LlX( t) 
2 -- '-r----'- , 2 

q(t) = LlXT(t) [(A + B + C)X(t) + θ]， 
r(t) = XT(t + I)BLlX(t) - LlXTCX(t) 

(5) 

(6) 

很显然，当 Llxi(t) ~ 0 时 ， LlxJ t) = 2xJ t + 1) = - 2x， 。由于网络(4) 是严格的，因此，容易证明 q(t) ?! 

0 ，并且当 LlX ~ 0 时 ， q(t) ?! 0 。

在并行演化模式下，记

ι (t) = li ε/ I Llxi (t) ~ 01 ,11 (t) = // /2 (t) 

利用矩阵 B 是列对角占优的、矩阵 C 是行对角占优的特点，可以得到

r(t) = XT(t + I)B[X(t + 1) - X(t)] - [XT(t + 1) - XT( t) ]CX(t) = 
[XT(t + 1) -XT(t)]BTX(t + 1) - [XT(t + 1) -XT(t)]CX(t) 

三 [Xi (t + 1) - Xi (t) ] 黔州 +1)-Z[ZE(t+1)-MZ)]EWt)=

2主川 +1)ZRzMt+I)+2EZ户)ZWt) 注

2Z ZZ) 
( bu -

E 
| bι'ji I门) +叶2主主主s吵f产(

利用文献[口1 ]中定理 2 完全同样的方法可以证明

p(t)=÷EZOAZz(t)[主)呐。)-E(问- ajJx/t)] = 生e~，)je~
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很显然由于矩阵 A' = (α: )盯I是半正定的，所以其主子式(α，; )川 12 ( ，) 也是半正定的。因此 ，p(t) ~ 0 。

综合上述知，式(6) 可以化为 ð.E(X(t) ) 运 0 ，并且当 ð.X(t) # 0 时 ，ð.E(X(t)) < 0。所以能量函数

E(X(t) ) 是严格的能量函数，所以定理成立。

说明:在定理中，当矩阵 B = C =0 时，定理就是文献[ 1 J 中的定理勾当矩阵B =0 或 C =0 时就是文

献[4 - 5J 中定理的特殊情况.并且对于特殊情况的矩阵A ，我们还可以给出下面的推论。

推论 如果矩阵A 是对称的并且是半正定的，矩阵 B=(b')'Jel是列对角占优的，矩阵 C = (c ,) '，j el是

行对角占优的，则网络 N = (A +B +C ， ø) 是并行收敛的.特别地，如果矩阵A =0 ，并且矩阵 B = (b,),.Jd 

是列对角占优的，矩阵 C = (CY)' ，j el是行对角占优的，则网络 N=(B+C ，的是并行收敛的。
12 4\ _ Lh ____ 11. 5 

例子 考虑网络 N=(W， O) 的并行收敛性，其中矩阵 W = 1": '1 。显然 ， W' = 1 
\3 51 \2 
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不是半正定的，无法使用文献[2J 中定理 2 的结论。这样一个非常简单的 2 个神经元的离散 Hopfield 神经网

络，也很难用已有的结果直接给出结论。但是，利用本文的推论，很易得出网络是并行收敛的。这是因为 W=

11 3\ _ t1 1\ 
B+C ，其中 B=I~ J l， C=I~ ~l 分别是列对角占优的和行对角占优的。事实上，经计算知，网络有 2 个

\l 31 飞 2 21 

稳定状态 Xo = ( - 1 , - 1 ) T ，几= (1， I)T 并且状态 X1 = (1 ，一 I)T ， X2 = (_I ， I)T分别收敛到 Xo 和 X30
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Dynamic Behavior Analysis of Discrete Hoptield Neural Networks 

LI Feng , XIA Jing - bo 

( The Telecommunication Engineering Institute , Air Force Engineering University , Xi I an , Shaanxi 710077 , China) 

Abstract: The stability of discrete Hopfield neural networks not only has an important theoretical significance , but 

also is the foundation of the applications of the networks. In this paper , the dynamic behavior of asymmetric dis

crete Hopfield neural network is studied mainly in parallel updating mode , and some new stability conditions of the 

neural networks are given. The obtained results serve the function of further generalizing some existing conclusions. 
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