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摘 要:在图的顶点数和边数给定的一类图簇中，主要对图的最小最大连通分支的大小以及结构进

行了研究，并且得到若干有意义的结果，这些结果为最小最大连通分支的应用提供了理论基础。
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本文所言之图皆指无环无重边的有限元向简单图 [1] 。通常用 V( G) 和 E(G) 分别表示图 G 的顶点集与

边集，而 m( G) 表示在图 G 的所有连通分支中顶点数最多的那个连通分支的顶点数，即设 G1 ， G2 ， … J凡是图

G 的所有连通分支，则 m( G) = rn皿 IV(G;) I ，顶点数最多的那个连通分支被称为是最大连通分支。任给 S

ç V( G) ,G - S 表示图 G 中去掉 S 和 S 相关联的边。由于图的最大连通分支的顶点数在研究图论的许多问

题中都有应用，诸如在图的完整度和核度等问题[240 本文主要研究下面图的优化问题:

mm m(G)=GJPEq)m(G)=GJtrqJEL|V(Gz)l 

其中机帆叫G叭仰川(印p ω川=斗IG阳G町川(

最大连通分支的顶点数最小应该是多少，这就是所谓的图的最大最小分支问题。

为了研究上面提出的问题，首先给出下面的引理，这个引理也是一个非常重要的组合不等式。

引理:对于任何的正整数p~2 、k 和 l(bζ k <l""三p) ，必有

Ill +(p-|flk)(P-|flk-1) 〈 Il(p-|卫J l) (p-l 子] l -1 ) k( k - 1 ) \t' L j l ikI二卫+ l l J 吨 LI J" " (1) 
kJ 2 2 -LIJ 2 

其中 [x] 表示不大于 Z 的最大整数。

证明:为了证明式(1) ，只需对 l=k+l 的情形证明，其余的递推就可以了。

设[6] =x ,p =咐 +l)+r ，其中时 r 满足 O~r~k ，很显然应1 。进一步，如 r呐 +s ，其中
k + 1 

y 为非负整数，整数 s 满足 O运s~k-l 。这时 ，p = x( k + 1) + r = xk + x + r =功 + yk + s ， 则 :[f] =x+y ， 下面

证明不等式(1)在 l=k+l 时成立。

考虑不等式(1)的右端减去左端，则有:

Z 坠土卫生+丘王二.!l _(x+y)且主二且-丘王二丘 =xk + 丘E二丘 -y 红主二丘-坐二丘=
222 

(yk + s - r) k + 旦旦二丘 -y 旦主二丘-坐二.!l = yk 主土1+sk-rk+ 丘L二丘-坐二.!l (2) 2 2 J'- 2 . -'- 2 

下面分 3 种情形来证明式(2)是严格大于零的。

情形 1 :若 y =0 则 x+r=s~k-l ，代人式(2) ，并且式(2) 可化为
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放+斗丘-坐严 -xr -止!l =x(k- 王二1-rMZ(k-z+1-叫x>O
2 2 

情形 2:若 y = 1 则式(2) 可化为

k + 1 ,. r( r -1) . l' S - 1 \ _ ,. k + 1 _,. r( r - 1) 
k 一一 -rk + 二~+s(k-一一) ~k 一一 - rk + 一一一一=只 r)2 / .......,. 2 

2004 伍

下面要证函数f(r) >0 。众所周知，二次函数f(r) 关于变量 r 的对称轴为 r=1+K 。很显然由于变量
2 

r 在 O运ru-1 〈 ÷+k 范围内， ep变量 r 在对称轴的左侧，并且函数f( r) 的图形是抛物线，其开口向上。这

时必有f( r) ~ f( k - 1 )。经计算f( k -1) = 1 ，所以 f(r) >0 。

情形 3 :若 y222 ，则式 (2) 可化为

yk午+川+咛丘-止L州+ 1) - rk +止丑 +s(k_s~l) 到(k + 1 -叫 >02 ....... ,., ,. , • / 2' ~". 2 

综合上述知引理 1 得证。

很明显不等式(1)有着重要的组合意义。其左端表示图的边的数目，其中该图的顶点数为 p~ 2 ， 共有

[t] + 1 个连通分支，其中顶点数为 k 的连通分支是完全图，共[ t] 个;而顶点数为 p - [ t]k 的连通分支

也是完全图。共 1 个，总共有的边的数目就是不等式(1)的左端，而不等式(1)的右端表示的是 J 时的边的

数目，左端表示的是 k 时的边的数目。

在引理的基础上，我们给出下面的定理 1 和定理 20

定理 1 :在图的顶点数p~ 2 和最大连通分支的顶点数 m 给定的图簇中，其边数最多的图所具有的边数

( p - r .E...lm ) (p - r .E...lm - 1) 
为|卫因车L rImj ;lrnj 

L m J L. 

证明:首先可以肯定，在 p 和 m 给定的情况下，边数最多的图 G 必然满足:它的每个连通分支 G] 、 G2 、

.. ， G.都一定是完全图(这一点很显然) ，并且这些连通分支中满足 IV(G.) I <m( l:::三~~三 π) 的连通分支最多

只有一个。这一点可用反证法，假设 G] 、 G2 、… ~G.中有两个连通分支的顶点数小于 m ，无妨设为 I V( G2 ) I ~ I 

V( G]) I < m ， 则在 ι中去掉一个顶点(减少 I V( G2 ) I -1 条边) ，并把这个顶点加在 G] 中(增加 I V( G2 ) I 条

边) ，则这时的边数比原来增加 I V( G] ) I - I V( 乌) I + 1 三 1 ，这与前面假设图 G 的边数最多矛盾。

在 p 和 m 给定的情况下，由于边数最多的图 G 最多只有一个连通分支的顶点数小于 m ， 那么顶点数等

于 m 的连通分支为 r ~l 个，而顶点数小于 m 的那个分支的顶点数为 p - r ~ 1m。因此，在顶点数p注 2 和
LmJ LmJ 

图的最大连通分支的顶点数 m 给定的图类中，其边数最多的图具有的边数为 I 丘F豆乓ii+

(p - [!-]m) (p - [!-]，川)
2 。

定理 2:设p~ 2 ，若存在正整数 k ，使下面的不等式成立:

卫 k(k-l) (p - [ t] k) (p - [ t] k - 1 ) [ t] 一厂+ 2 〈 q 运

(p - [古] (k + 1) ) (p - [击](k+l) -1) 

[k7I严严+
则GJPEq)m(G)=k -1 

丘 坠44i (ωp-才l片阳f引l护扣k的川)
证明:一方面，由条件(3盯) ,q >斗l kJl 2 + 叫 可证明

JPEq)m(G)bk+1 

L m J L. 

(3 ) 
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反证法，假设存在图 Cε C(p ， q) 使 dlfq)m(G)=m(U)=l运k。由定理 1 知图 C 所含的边数最多

为

ll(P-|丘]l)(p-[t]l- 1) r D1 k( k- I) (p-[丘 Ik) (p 一 [f]k-1)卫ll (l ~1) + ~ j Ll J" ~'~r卫] k(主iLI 1'"' \1' LJ 2' + 2 飞 l k 22<q。

这与图 Cε C(p ， q) 、即图 C有 q 条边相矛盾。

另一方面，由条件(3) ，q~rAl 坠且+(p-izfIl(KH))(fi击](k+l) -1 ) 可以证明
Y 飞 Lk+1J 2 

63ifq)m(G)2k+10 

由前面的证明知Jlfq)m(G) 到+ 1 ，因此，这里只需找到一个图使其最大连通分支的顶点数正好是 k

u。首先我们构造图 C ，使图 G 有顶点数为 k + 1 的连通分支为 rAl个，而剩余的顶点为一个连通分L k + 1 J 

_1~/l~ .1\ (p 一卜~1 (k + 1)) (p - r A 1 (k + 1) -1) 
支。显然这个图共有rAlk (虹且+ l k + 1 J \'" . ~， , \1' L k + 11 条边。在图 G 中去掉

Lk+ lJ 2 

一些边，使所得的图 C' ε C(p ， q) ， 由于p 和 q 满足式(3) ，因此，图 C' 至少有一个连通分支其顶点数为 k+

1 ，所以GJtlfq)m(G) 运 m( C') = k + 1 。

综合上述知，Jtq)m(G)=k+1。定理 2 得证。

前面研究了图的最小最大分支问题，而图的最大最大分支数为GJtfq)m(G)=min ip ， q+1| 。
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Minimum Maximum Component of Graphs 
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Abstract: Given the number of vertices and the number of edges in a class of graphs , the size and the structure of 

the minimum maximum component of graphs are studied , through which some significant results are obtained. The 

obtained results provide a theoretical foundation for the application of the minimum maximum componenL 
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