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基于飞机空气动力和动力学方程的非线性分析

李雅普诺夫稳定性

税清才， 孙本华
(贵州航空工业集团飞机设计研究所，贵州安顺 5610∞)

摘 要:飞机的稳定性是飞行动力学的重要组成部分，基于飞机空气动力和动力学方程的非线性，

将李雅普诺夫稳定性分析方法应用于飞机在定常大迎角飞行状态的稳定性分析，该方法克服了小

迎角的局限性，在某型号设计中得到了具体的应用。
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在航空科学发展的早期，飞机的机动性不高，飞行迎角不大，飞机气动力随迎角的变化保持很好的线性。

因此，采用定常直线飞行基准状态的小扰动的假设，忽略运动方程的非线性影响，采用气功导数的方法来分

析飞机的稳定性。由于这样处理具有方法简单，物理意义明显，模态特性可以按纵、横航向分开处理，在飞行

动力学中得到了广泛应用。随着航空科学的进一步发展，越来越强调飞机的机动性、敏捷性。在高机动性飞

机的飞行中，如快速滚转、快速拉升或俯冲，大过载盘旋，大迎角状态下气动力的非线性及纵、横向气动力的

交叉，动力学方程中非线性因素的影响，是必须要考虑的， Kalviste[l] 利用飞机纵横向运动模态捐合和气动力

非线性的纵横向捐合，给出了预测飞机的稳定域判据，该判据建立在动方向稳定导数和气动力捐合情况下的

纵向静稳定导数的基础上。本文的出发点是将飞机从小迎角到大迎角的所有风洞试验6 分量静态气动力及

阻尼气动力，经静气弹修正后，与全量 6 自由度动力学方程整合在一个模型中，用于分析某型号飞机在定常

大迎角飞行状态下的状态参数空间稳定性，并结合飞机 6 自由度方程在-定的控制操纵条件下的动态响应，

分析稳定状态对扰动的敏感性。

1 动力学模型

1. 1 动力学方程

飞机在空中的运动姿态可用沿机体轴系的如下动力学方程描述[2]

V=(去 -tCJS叫…叫- ( ;;C y< - g cos 0 c叫smα 叫+ (旦C" +g c叫 smγ)叫(1)m 

α=ω. + { - [专(ffι - g sin 0) -wysinβ] sinα+ [ -句号Cy< - g c叫∞sγ) 飞 smβl…}~年
(2) 

=-IL(l-ECrg sin obinβ-ωylcosα+ r 卡(丘-旦Cy< - g cos θωsγ)sinβ+ωJ创刊+
LV\m m 'J LV\m m' -J 

专( ;;C" + g cos 0 sinγ)∞ (3) 
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W. = [号(mJT叫+(千旬ωyωz+(EtfE-lbzωz-(i)(于)ωz]士 (4) 

W1 = [~(叶叫+(千古)W.Wz + (~手+ltm-(于)斗士 (5) 

叫队+(平)川+(川)亏+(毕)ω，] (6) 

式中: A = 1-ι/ι1， 0 
1.2 运动学方程

。 =ω1 sln γ+ωz COS γ (7) γ=ω. - tan ð( ω1 COS γ-ω. slnγ) (8) 

收 =(W1 COS γ-ωz slnγ)/cos ð 

H = V( cos αCOS βsin ð - smαCOS βcos ð cos γ-sm βsm γcos ð) 

(9) 

( 10) 

1.3 过载分量
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2 气动力模型

在飞机体轴系中，飞机的 6 分量气动力可表示为

C严= C,.. (α ，β) + LlC严 (α ，β ， 5.) (12) C., = C..( α ，β) + 6C..( α ，β ，δz) + LlC., (α ，β ， δy) (1 3 ) 

Czt =C..( α ，β) + LlCzt( α ，β ，δJ + LlCzt( α ，β ， 5y ) + 6Czt( α ，β ，δJ (14) 

m凡n=m叽叫..(ωα咐，

m叫严 =m叫严(ωαψ，ßβ剖) +吐6m盹叫m叫严川(ωα ，β队，5.ιω:.) +吐Aω盹叫m叫尹川(呻坑ω阶)川+步步乡岁[m叫咛;%(ωα叫，ßβ剖仙)ω叽y+m叫叶削7?叭y叫(ωα咐，
b. 

ma =mzz ( α ，β) + 6mzt( α ，β，在)+」[mfz(α ，β)ωz + mz
a ( α ，β)α( 17) 

2V 

在上述气动力的式子中，由于没有振荡天平和旋转天平的测力结果，因此由振荡运动引起的气动力和飞

机绕速度轴旋转产生的附加气动力按线性处理。

3 李氏稳定性定理

上述动力学方程可简记为非线性自治系统微分方程组:X=j(X) ，XEW为飞机的运动参数状态向量。

李氏稳定性定理:设。为系统原点(平衡解)处的邻域，如果在 0 内:

1 )存在一个定正函数 V( t) 。

2) V( t) 沿 X =j(X) 的解沿轨线对 t 全导数是常负的，则系统的平衡解是稳定的。

应用该定理在稳定性分析中，对非线性自治系统构造一个定正函数是困难的，为此，需要将非线性系统

在平衡解处展开，写成 :X =AX +g(X) ,X eRB ，其中 A 为j(X) 在平衡解处的 Jacobi 矩阵 ， g(X) ， XεR
B 为

简化系统的高阶项。

根据定理:如果系统 X=AX ，X εRB的 Jacobi 矩阵 A 的所有特征值都有负实部，取任意给定的常负二次

_...L--rr .1 1I" r i' Y'\' 1-t- /..RdV 
型 w(X) =XTCX ，X εR阻，存在定正 次型 V(X) ， 使得....: =w(X) ， 且 V(X)是定正的。应用该定理来构造非-v.....-=. ~ ,..-/ ,.........,... 

dt 

dV 
线性自治系统的李氏函数:一= (6 V J) = (6 V,AX + g(X)) ,X eR\可以证明该李氏函数在平衡解处的邻

dt 
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域内，苦 <0，平衡解处系统 X=j(X)是渐进稳定的[3] 。

上述证明飞机在平衡解处的稳定性分析可转化为对 Jacobi 矩阵的特征值计算，这样可通过数值求解来

完成。

4 算例分析

飞机的平衡解分为定常直

线运动(如定常直线平飞、协

调侧滑)和定常曲线运动(如

正常盘旋，以一定俯仰角速率

进入拉升、俯冲，或以一定滚转

角速率(或滚转角)进入快

滚)。根据上面的分析，首先

需要在平衡处求解。在飞机的

动力学方程中，令 X=o ， X ε

R" ，求解非线性代数方程组，该

方程组的解即为所需的平衡

解。表 1 给出了某型号在低亚

音速，中低空高度稳定机动时

的飞行参数，表 2 给出了对应

稳定机动状态的 Jacobi 矩阵特

征值。

作为工程应用，分析在 H

=1 ∞o m ,Ma =0. 4 的稳定俯

仰机动状态。

按β+δ 轴稳定性指标，β

+δ 轴稳定性指标与 Weissman

判据[2]在本质上是一样的，由

局部气动导数给出的非平衡状

态下大迎角稳定性判据。其定

义为由输人引起的初始加速度

反应具有在短期内恢复趋势。

当有侧滑和横航向操纵输入

时，所引起的初始加速度应在

减小侧滑方向。根据风洞试验

数据，图 I 给出了 H = 1 ∞o 

m ,Ma =0. 4 状态的 α-ß +αs 

图。可以看到，在该状态飞机

的最大稳定迎角为 20。左右

表 1 稳定机动飞行参鼓(H=1 仪)() m,Ma=O.4) 

项目 稳定俯仰 稳定盘旋 定常协调侧滑

α/( 0) 16. 70 8.99 3.23 

ß/( 0) o. ∞ o. ∞ -0.67 

γ/( 0) o. ∞ 60. ∞ -1. 51 

。/(0) 16. 70 8.99 3.24 

6.1( 0) 0.0∞ 0.057 0.243 

6/(0) 0.0∞ 0.377 1. 500 

6/(0) -16.40 -6.13 -2.57 

ω.1(0. 5 - 1 ) o. ∞ -1. 10 o. ∞ 
ω，/(0. 8 - 1 ) o. ∞ -3.48 O. ∞ 
ω/(O.S-I) 8.04 6.03 o. ∞ 

n. -0.803 -0.231 -0. ∞5 

ny 3. 25 2.05 0.92 

n, 0.0∞ -0. ∞2 0.025 

表 2 稳定机动状态特征值(H=1 仪)() m ,Ma=O.4) 

稳定俯仰 稳定盘旋 定常协调侧滑

-0.2389 + j -0. 8714 0.0124 + j1. 0115 -0.0233 +j-0.8274 

-0.2389 + jO. 8714 0.0124 + j1. 0115 -0.0233 + jO. 8274 

0.0415 + j - 1. 0451 -0.4029 + j -0.6391 -0.4723 +j -0.5103 

0.0415 + jl. 0451 -0.4029 +jO.6391 -0.4723 +jO .5103 

-0.5203 +jO.仪阴 -0.5690 + jO. 0αm -0.5151+ρ. (以)()

-0.0143 +j -0.0180 -0.0104 + j -0. 1 I1l -0.仪阴 +ρ.0000

-0.0143 + jO. 0180 -0.0104 + jO. 11I1 - 0.0040 + jO. 仅削

表 3 稳定机动状态特征值(H =1 仪)() m ,Ma =0.75) 

稳定俯仰 稳定盘旋 定常协调侧滑

-0.6776 +j -1.5588 -0.9173 +j -0.9218 -0.8954 + j -1. 0516 

-0.6776 + j1.5588 -0.9173 + jO. 9218 -0.8954 +j1. 0516 

-0.0296+j- 1. 8718 -0.1697 + j -1. 4501 -0.2102 + j -1. 3227 

-0.0296 + j1. 8718 -0.1697 + jl. 4501 - 0.2102 + j1. 3227 

-0.9012 + jO.仪朋 - O. 7459 + jO. 仪阴 - O. 6621 + jO. 仪削

-0.0179 + j -0.0337 -0.0105 + j -.0651 -0.创阴+jO.仅朋

- O. 0179 + jO. 0337 -0.0105 + jO. 0651 -0.叹阴+jO.配朋

按李氏稳定性定理，表 2 在稳定俯仰状态出现了一对不稳定的复根，对应该不稳定根的特征向量(运动

参数扰动)是发散的。可以通过有横向操纵输人时解6 自由度方程仿真，看其运动参数的变化。图 2 给出了

在该平衡状态下副翼右压杆 20。后侧滑角变化的时间历程。从曲线表明，由副翼输入引起的初始侧滑加速

度在 t <2 s 内使侧滑角发散，表现出非周期发散而不是振荡发散，与大侧滑角下的气动力数据由外插给出，

而非试验得到有关。由于李雅普诺夫稳定性的适应性仅限于平衡解处的邻域内，因此仿真结果与 Jacobi 矩

阵的特征值结果是吻合的。从以上分析可以看出，李雅普诺夫稳定性结果较β+δ 稳定性指标结果小，就该
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状态飞机的最大可用迎角也只能根据

飞机平尾的最大配平能力确定，且在

该稳定俯仰状态，由李雅普诺夫稳定

性限定，对侧滑扰动应尽量避免。事

实上，在飞机试飞中，拉升进入滚转，

速度一般要求不低于表速 900 kmlh，。

表 3 给出了在 Ma =0. 75 状态的特征

值，可以看到所有的特征值均有负实

部，具有李雅普诺夫意义上的稳定性。

像 F -16 这样的高机动战斗机，尽管

飞机可用最大迎角到 25 0 ，但在机动过

程中，当迎角大于 15 0后，其飞控系统

中的迎角限幅机构开始工作，防止飞

机进入不可控制的偏离姿态，使飞行

员进行元忧虑机动[4] 。

5 结束语

飞机的稳定性分析是一项重要的

工作，特别是考虑了空气动力和动力

学方程的非线性后，加大了分析工作

的复杂性，本文提出的方法可以在飞

机设计中预先对一些机动飞行进行稳

定性分析，为飞机气动设计、试飞参

考。
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JIJlII}'IIOB Stability Analysis ßased on Nonlinear - Aerodynamic and Nonlinear 
Equations of Motion of an Aircraft 

SHUI Qing - cai ,SUN Ben - hua 

(Institute of Aircraft Design & Research , Guizhuo A viation Industry Corporation , Anshun , Guizhuo 561∞0 ， China) 

Abstract : Stability of 由e motion of aircraft is an important part of 阻挡t dynamics. In this paper，剧可HOB stability 

analysis based on nonlinear - aerodynamic and nonlinear equations of motion of aircraft is applied to the steady 

flight state of high - angle - of - attack. This method plays an important role in overcoming the limitation of small -

angle - of - a阳ck and finds application in an aircraft design. 

Keywords: stability ; nonlinear; steady flight state of high - angle - of - attack 


