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基于最小二乘法 Lagrange 插值基函数的拟合推广

刘进忙， 冯有前， 张晓刚
(空军工程大学导弹学院，陕西三原 713800)

摘 要:利用广义逆矩阵给出了低阶多项式的拟合函数，推导出了拟合递推关系式，最后给出了拟

合性质，这些在工程中是一种非常有效的方法。
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Lagrange 插值公式具有十分重要的意义和性质，在工程中有-定的应用。龙格( Runge) 现象影响了该公

式的应用，在工程中一般用最小二乘法来计算插值多项式，是一种很有效的方法。在一些特殊条件下，如对

空中目标的跟踪、外推、插值、洁、披等处理过程中，多项式系数的拟合计算仅仅是一中间过程，并不需要关心

每个系数的具体值，最终还需代人新的点进行外推、插值、滤波等。因此需要推导出基于最小二乘方法的

Lagrange 插值多项式拟合系数有利于工程问题的进一步简化，避免求拟合的中间过程，给出一步到位的套用

公式，使这一问题十分方便。

l 低阶多项式的拟合系数

设实验或工程测量的一组点列，( t r:, Xι) , i = 1 ， 2 ，…n ，拟合的多项式为

~(t) = α。 +α]t + α2 t2 + … +αm tm (1 - 1 ) 

也可以写成 ~ (t) = α~'( t)x] + α; (t )x2 + … +α: (t)凡 ， m<n ， (1-2) 

上式为最小二乘意义下的拟合等式。 α; (i =0 ， 1 ， 2 ， … ， m) 是拟合的 m 次多项式第 i 项系数，是所有 tι ， x ， ( i 

1.2 ，… ， n) 的函数。 α~(t)(i=].2 ， …， π) 为第 E 个拟合系数，为乱 ， aj ( i = 1 ,2 ,… ,n ,j =0 ， 1 ，…m) 的函数。当

凡 =m + 1 时， α~' (t) 即Lagrange 插值基函数。当 π >m + 1 时， α~ (t) 即可看成Lagrange 插值基函数在最小二

乘意义的拟合推广o

加权最小二乘可定义为
n 

Q?=Ed[ZB-(α。 +αJ t; + a2t/ + ... +αmt~) r (2) 

求出使 Q:'最小的 α， (i=0 ， 1.2 ， … ， m) 值，其中 ω; {i =I ， 2 ， …， π)根据工程中具体测量情况而定。对 α，( i = 

0 ， 1 ，… ， m) 求导，可得到一方程组，归结于对矩阵求广义逆(Moore - pe町ose) 0 

「 α口丁 |ωI ω] t] 
m~+ 

ω ]l] I rω]X1l 

~ ( t) = [ 1 t t2 叫
α J I = [ 1 t t 2 叫 ω2ω山 .川，目

""2吃 J J '""2吨 l

‘ 
(3) 

」 αm .J LW n ωntn ntn Jα)nXn ....1 

当 ω; = 1 时， (i :::: 1 ， 2. …， π) 为一般最小二乘方法。后面均讨论问:::: 1 的情况。在上式中，先计算后两项，可

得到式(1 - 1) 。先计算前两项，可得到式(1 -2) 。在一些工程计算中，需要先计算前两项，减少中间过程，
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得出较为准确的公式。设式(3) 中间矩阵为A\经过计算可得

α~(t) =上 i=1 ， 2 ，"'， n
n 

(4 ) 

" , t, - t) (t - t) 
α;(t) =~+--'-_:"""":""_"::"" 其中 t=-=-Lti' i=1 ,2 , … .n 

H EE(tt-t)2H l 

2 .1 '\. 1 .1 • '\. t~ - t2 
- (t , - t) B] [t2 

- t
2 

- ( t - t) B] 
α:(t) = α:; ( t) + 

~， [t7 - t
2 

- (t; -收]2

(5 - 1 ) 

(5 - 2) 

其中

J

，
，
‘
、
-
·
'
h
w

n
z
u丁
Z

叫

B 
t2 =.2-. It~ , 

n Î=] 
i = 1 ， 2 ，…， π 

若 Z 为雷达测量位置，采用微分方法，很容易求出该目标的速度、加速度的拟合系数的各分量。

若等|闽隔采样， ~p t, = iT( i = 1 ,2 .… ,n) , t =jT ， 可计算出

3 [2i - (n - 1 ) ] [2j - (π- 1 ) ] 
α~ (jT) = a~ 

π (n2 
- 1 ) 

5 [6i2 -6(π +l)i+( π+ 1) (n + 2) ] [6/ - 6 (n + 1 )j + ( n + 1) ( n + 2) ] 
α~ (jT) = α~ (jT) + 

n(n2 -1)(n2 -4) 

其中 ，B=(n+l)T ， (6-1)式分母 = n( n2 
- 1 ) (n2 

- 4) 俨 /180 。

当 j=n+l ， 即对 z 的一步预测，其系数为

3 [2i - (n + 1 ) ] . 5 [6i2 
- 6 (π +l)i+( π+l)(n+l)J 

α~ [ (n + 1) TJ = 一+
n n(n-l) n(n- 1) (n-2) 

(6 - 1) 

(6 - 2) 

(7) 

2 增加 m 的拟合递推关系

为了讨论一般的情况，设儿 ， /1 ， …，儿+，为线性不相关的函数。则

;(t)=aA(t)+αJ， (t) +… +a.Jm(t) = α7(t)x ， + α; (t )x2 + … +α?凡 .(n>m) (8) 

定义矩阵

r!o (t ,) f, (t，) …儿(t，") l 

I 10 ( t2 ) 1, (t2 )… 1m (t2 ) I 
B., == (bob

1 … bm) =I Ju
' ,- J"'- J"" 0' 1 

L/o( tJ f, (t.) … Im (tJ J 

在最小二乘意义下，其向量 a 为 :a==[ αo a, … amJT==Bm+ X 

~ ( t) = [/0 ( t) f, ( t) ..仇 (t)JB.:X=[ α7 (t) α; ( t) …α:'(t)JX 
定理 I 在式(8) 中增加儿+， ( t) 项的最小二乘的拟合系数可递推如下:

X = [x , x2 … xnf 

(9) 

(1 0) 

[王"+l(t)-JEα; (t)儿 +l(tj ) ]， 习， [ful(t)-JEα:;' (t)λ1+1 (马) ] 
α:'+'(t) ==α:"(t)+n ， (1=l ， 2.··1川( 11 ) 

主[儿+l(tE)-JE旷( t ，)j~， + 1 ( t) ] 2 

r _ , I _ b_ , ， C~ ~， \ l 1 B~ 1/- m~ ， - ，巳~II

I '" \ 11 C m + 1 11 • I I 
证明 :BLI=| CT I |, 其中 Cm + 1 == bm+ 1 - Bm B .: b..+ 1 

L 11 C..+ 1 11 
2 J 

设 bm = [/0 ( t) I1 (t) … 1..( t)J. αm = [α~ (t) α~ (t) … α:J 则

b_" C~" \ C~ .. 
α"川 l=bm+lt -|bWBB+l I-」LlLl+/ (t)一

-m + I 丁 1=αm + (fm + 1 ( t) - αm bm + 1 )一二
m 土」

l v ~ m ~ 
• ,-

11 C m + 1 11 
2) 'J m + 1\ "J 

11ι 用+ 1 11 
2 J - u. '\J m + 1 \" J ..... ~m + 1 I 

11 C m +, 11 
2 

(1 2) 
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α;( t l ) α?( 』 l)1|ffmm +1(tl) 人()|广1川 ( t2 ) α~ (t
2

) α; (t2 ) α: ( t2 ) 111m + 1 ( t2 ) 

Cm+1 =bm+1 -BmB;bm+1 =1 1-

α:(tJ Jl/m+1 (tn) 人+1 (tJ α~(tn ) α;( tn) 

在 Cn + 1 向量中，第 i 个元素为

Ci =人+l(tA)-JE矿 ( t;)儿 1 (马) =儿l(ta)-JZα7( t)儿+ 1 (马) 1, = 'j 

结合式(12) .可得到式( 11) 结论。

若兀( t) = t' • i = 0.1 .2. … .m + 1. 可得到

( tm+1 - I. α阳 (t) t~+I) 1,=,( tm+1 - Zα阳 (t) t~+ 1 ) 

α了 +I(t) =α了 (t) +-- J=1=1 ' 

E(rLEα7( ti )俨 1)2

为式(8) 的拟合递推系数。由式(4)(5)(6) 可计算出 a~ (t) • 即:

l .l''' 2 .1 "t; - t3 
- (t~ - t2 

) F - (t i - t) D][ t3 
_ t3 

_ (t2 
_ t2 )F-(t-t)D] 

α:(t) = αt(t) + 
E[(tf-f)-(tf-t)F-(tι -t)Dr 

Et:-fEi-(21-tsztj)B 
其中 F= 一

主 [t~ - t2 
- (t i - t) B ] 2 

若等间隔采样，可得:

E -BEt:-tzEtf 
-

Z(t-t)Z 
D =E -BF. t3 = 土I. t3 

n i=1 . 

[ 20i3 
- 30i2 ( π+ 1) + 2i( 6n2 + 15n + 11) - (n + 1) (n + 2) (n + 3) ] 

α; (jT) = α~ (jT) + 7 x 
n(n2 -1) 

[ 20/ -30l( π+ 1) + 2j( 6n2 + 15n + 11) - (π +1)(n+2)(n+3)] 
(n2 _4)(n2 -9) 

其中 E=主(3n +4)(3n + 1) .F =一 (π + 1) T.D= -:n(6旷+ 15π+ 11) 
3 , r-

10'-.... , '_...-'..-2'....'..- 10 

式(15- 1)分母=一旦n( n2 
- 1) (旷 -4) (n2 

- 9) 。
2800 

当 j=(n+l) ， 即一步预测，其系数为

2002 年

(1 3 ) 

(1 4 ) 

(15 - 1 ) 

(1 5 - 2) 

[ 20i3 
- 30i2 ( π+ 1) +2i(6n2 + 15π +11) -(n+l)(n+2)(n+3)] α;(n+l)= α;(n+l) +7. L~VL --,vt- \",.J. j T~~ ，-v"'1~:~"':'~:~ -~';'-J. /\nl"'J\nT-'J (15 -3) 

n( n - 1)( n - 2)( n - 3) 

当 π =4 ， i=1.2 ， 3.4.线性系数为(-1 ，4.-6 ， 4) 与Lagrange 插值值相同。比较式(7) 可见其系数的规律性

是很明显的。

当兀 (t) 为 cosit , sin ( i + 1 ) t , cos (i + ~ ) t • sin ( i 土上) .…等类型的函数，很容易推出 α~ ( t) • α; (t) • α? 2 ' - • ---- , - - 2 

( t) , . ..。若J.( t) = ωIjt'情况，如式 (3) ，可推出 αoωJEd ， α， .αi' …，在 X，分量前须乘以 ω， 0

3 增加 n 的拟合递推关系

当 m 值不变，在式(8)增加一组 tn+1 ， Xn +]测量值，其最小二乘的拟合系数将发生改变。

定理 2 若满足式(8) 的拟合系数为 α了 (t).i=1 ， 2 ， …爪，则满足(π+ 1) 个采样点的拟合系数为 β了 (t).i=

1,2 ,… (n + 1 )则

za~ (t) α川 ( tn + 1 ) 

β: + 1 ( t) = .!.J.::.=:..:I~________β了 (t) = α了 (t) -β:+I( t) α~ (t川). i=l ，2γπ( 16) 
l+E[α]~ ( tn + 1 ) ] 2 

证明:设 α刑。) = [α~'( t) α; (t) … 0::' ( t)] • β刑 (t) = [β~ (t) β; (t) … β: (t) β:+I(t)] 

bm(t) = [Jo(t) II(t) … λ， (t)] .d:+ 1 =b
m

(tn+ 1)B: 
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则

bm(t)B:dn+l[d:+ 1 -IJ 
βm(t) =bm(t)Bn\1 =bm(t)[Bn+OJ -

1 +d:+1dn+1 

「 α~ (tm + 1 ) 1 

87 

[α~(t ) 
[α~(t ) … α: (t) ] I .一川.. Ir m 

α: ( t) 0 J _ L -" - ~ -n ,-, " I I [α~ ( tm + 1 )… α: ( tm + 1) - 1 ] = 
l+JE[α:; {tn+l)J2 Lα:(tm + 1 )J 

[α~ (t) … α:(t) OJ-β乙 l(t)[ α~ (tm + 1 )… α: (tm+ 1) - 1 J 

比较两边系数，可得到结论。

其物理意义:

设 n 个采样值，其拟合公式用下式表示
A x( t) = α~(t)Xl + … +α:( t)凡 其预测式为 x (tn + 1) =α~(tn+l)Xl + … +α:< tn+1 )Xn 

增加一个采样点的拟合公式为

(1 7) 

;1(t)=β~(t)XI + … +β: (t)凡 +β:+1 (t)X n+ l (18) 

代人式卸扪(υ悄16毗6

性递推关系。代人β叮?乙ι川+川+1(川(t吵)值，可得 ?1(tιh川n川川B+J)叫+1 )的线性叠加关系。 什9)

4 拟合性质

I )一般，可(叭剖，α了(孔)到 (n>m+l) ，且ZdU)=m+I;

2) 当等间隔采样时(t~p t, = iT) ， α， m (t) 与 T无关，即吼叫j) 。且 α， m (j) = αJ m (i) ，具有对称d性;

3) 当 t =jT 固定时 ， a， m (j) L'!P为一条曲线上的采样值，吼叫 t)是一个 m ， l 的二维曲面的离散采样值，具有

良好的对称性;

4的) 主i，Aα叽川t
5幻)拟合的总误差 Q饥:满足[口2 J: Q饥n + 1 二注主 Q衍: ， Q衍7+I=运三 Q衍n ，且 Q仇m+川 m+川7π川1+川+叫l飞

。
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The Fitting Generalization of Lagrange Interpolation - Radix - Function ßased 
on the Least - Squares Algorithm 

LIU Jin - mang , FENG Y ou - qian , ZHANG Xiao - gang 

(The Missile Institute , Air Force Engineering University , Sanyuan , Shaanxi 713800 , China) 

Abstract: This paper presents the fitting functions of the low - order multinomial with the help of inverse matrix , 

reasons out the relational expression of fitting recursion and finally offers the fitting characters. The above mentioned 

is a very effective method in project. 
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