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摘 要:对一类成虫竞争模型进行分析，得到了该模型在时滞 T 充分小时解的有界性，以及各类平

衡点存在的充要条件，并通过构造 Liapunov 泛函得到了平衡点局部稳定的充分条件和吸引域。
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时滞是自然界中广泛存在的一种客观现象。时滞的引人常常所建立的数学模型更符合实际。文献[ 1 J 
中指出，若某种群的幼虫需要经过 T 时刻才能成长为成虫，并且每个成虫的生育率为 B(N(t)) (N(t) 为 t 时

刻该种群的成虫总数) ，每个幼虫的死亡率为 d ，则 t 时刻幼虫总数 E( t) 为

E町肌川(μωt吵) = fT B(N川州川(υωsο) )N川附(υs巾 d圳邮b←川(μ仆川川t卜川川-叮叶sο) 出

E (t) =B(N(t吵))N(tο) -B(N(t- 1' ))N(t- 1' )e- dT -dE(t) 

也就是在 t 时刻由幼虫转化为成虫的速率为 B(N(t -1') )N(t -1' )e-齿。

考虑甲乙两种群成虫间的竞争模型。假设甲乙两种群的幼虫成熟期均为 1'， 记甲(乙)种群中每个成虫

的生育率为 b] (b2) ， 每个幼虫的死亡率为 d] (d2) ， 每个成虫的死亡率为ι (d4 ) ，种内作用系数为 ds (d6 ) 。假

设乙种群对甲种群、甲种群对乙种群的作用系数分别为的、μ20 以上各参数均为正的。如果记甲乙两种群

在 t 时刻的成虫总数分别为 x =x(t) 、y = y( t) ， 则可得到带有成熟期的两种群成虫竞争模型为

(z=ble 川(t- 1') -川5~1ZY
y' = b2e -d2T y( t - 1') - d4Y - d6 x2 -μ2xy 

并带有初始条件 x{ t) = φ] (t) εC{ [ -1',OJ ,R+) ,y(t) = φ2 (t) εC( [ -1',OJ ,R+) 

在该模型中总假设 b] > 坞 ， b2 >d4 ， 否则，即使没有竞争，种群也会灭绝。

1 解的性态

(1) 

(2) 

易知，在初始条件(2) 下系统(1)的解保持是正的。事实上，如果存在时刻 to 使 x(t)(y(t)) 首次为零，

则有 x (tO ) 运o (y (tO ) 运0) 。而到(t)(y(t)) 在区间[ - l' , to - l' J 上为正的，所以这是不可能的。

定理 1 当时滞参数 T 充分小时，系统(1)在初始条件 (2) 下的解是有界的，即存在 M>O ，使得 x( t) < 

M ，y(t)<M。

证明 (以下仅证明 x(t) <M ， 同理可证 y(t) <M) 

假设 x( t) 无界，则任意给定 M>O ，存在 to > 0 使得 x(to) >M ，且 x (tO ) >0 ，由系统(1)有

x (tO) <ble-dITx(to -1') -dJx(to) -dSX2(tO) = 

d.T X ( to - 1') 
x ( tO) [b 1 e -"1 一」一~-d3 -dsx(to)] 

U / L ~ J ..... x ( to ) '-j -)~~ , ~U 

d'T X ( to - 川因为 lim[ e 叶一」一一J = 1 ，所以当 M 充分大 ，1' 充分小时必有 x (to) <0. 故出现矛盾。x( to) J-
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2 平衡点的存在性

记伊1(T)=bIe d17-4 ，轨 (T〉 =b2e-d27-4. 容易得出下列结论:

对于系统(1) ，平衡点 Po(O ， O) 始终存在;当 o < 7 < ( 11 d2 ) 1 n ( b/ d4 ) 即轨 (7) > 0 时，平衡点 P) (0 ， 化

(7 )ld6 存在;当 o < 7 < ( 11 d) ) 1 n ( b / d] )即帆 (7) > 0 时，平衡点 P2 ( 'P)(7)1坞， 0 )存在;当 T 满足条件: 1 ) 

μ1 伊) ( 7) ds ---b. ds 伊 ) (7)μI 
伊1(7) >0 ，的 (7) >0; 2) 一<一一一〈一吭一〈一一一〈一，时，正平衡点 p](X' ， y') 存在，且 X

'f"2 \ • I -, ~， - I d6 伊2 ( 7)μ2μ2 伊2 ( 7) - d
6 

Q'1 d6 - 'p注L 02 dS - 'P)μ2 
dsd6 -μ1μ- ， y = dSd6 - μIμ2 。

3 平衡点的局部稳定性及其吸引域

首先对系统(1)进行变量代换，分别使各平衡点均移至原点。对于平衡点 P) (0 ， 的( 7)1 d6) ， 令 y=u+

的 (7 )ld6 ，则系统(1)变为

(z=川川) -(川的)1价 (dsx +11- )U)X 

u' =b2e- d27 u(t -7) - (μ2轨 (7)ld6 )x - (2b2 e 电7 _ d4 )μ- (d6u +μ2X) U 

对于平衡点 P2 ( 'P)(7)lds ， 0) ，令 X=U+ 伊) (7 )ldS ' 则系统(1)变为

( u V 1F7、7U ( t -叫呻(μ扣t卜- 忖+川-斗(ν 17叫吁叩-d吨训d3ω3) U-叫-刊(ωM川μ屿川11-) 'P)呻仙川伊帆圳I川( 忖讥叫/丛饨句dsω仙5ρ山卅川)讨炉川y-川川-斗-(dS牛伊5卢川川川u川川川+切悄μ品I
y =bι2e d句27y (t -7) - (d4 +μ2 伊) ( 7) 1 ds )y - (μ2 u + d6Y )y 

对于平衡点 P3 (X 毗 ， y' ) ，令 X =u +扩 ， Y=V+y' ，则系统(1)变为

(u=b】 e- dI7 u(t十 (b)e- dF +d严) U-μ)X 卜 (d川)V) U 

u'=b2E-d~(t -T)-μ2y 事 U -(b2e-d2T+d6Y 刷 )v - (μ2 u + d6 V )V 

引理 l 击[ f7 叫ψ以州州(ωω0创)川d邮叫0刮] =叮叫T叩ψ (μ川t) - f7ψ叭州州(ωω0创)

(3) 

(4) 

(5) 

引 E理里 2 设 F贝( U ， V冽U吵)=P町( U ， V冽U吵)+Q叭( u ，川， V)吵)。如果 P町( u ，卢川U叫)为负定一次型，且 lim 豆坠旦i=O，则存在原点的
一 :1P(UJ)

某个邻域，使 F( u , V) 在其内为负定的。

3, 1 讨论平衡点 P) (0 ，的 (7) Id6 ) 

为了使表达形式简单，记 α) = b)e 叶 α2 = d] +μ轨 (7 )ld6 ， 叫= d3 ， 向 =μ1 ， CI=bJdZT ， C2 币的 (7 )ld6 , 

C] =2b2e- d27 -d4 ,C4 =屿 ， Cs = d6 ，则系统(3) 即为

(z=GIZ(t-T)-azz-(川4U )X

u =C)U(t -7) -C2X -C2X -C3 U - (C4X +CS叫 U
(6) 

定理 2 记 A) = α) (α2 - a) ) ,A2 = αIα) (2a) + 2a2 + 1) +α2 C ) 勺 ， B) α2 (c] - C) ) ,B2 = α2 c )(2c)+c2 + 

a , Co 
2 

• b. - d， ι， 
2c, + 1) 。其中正数 αα2 满足」〉

三 当」一」〈巳且 ψ (7) >0 ，'P)(7)1伊2 (7) <μ/d6 ， ) ，
α2 - 4 (a 2 - a) ) (C 3 - C) ) 

0 --1 b2 - d4 
- d6

.J.:L 'f"2 

7 < [A2B) +A)B2 -J(A2B) -A]B2)2 +A2B2α/c/JIA2B2 ,7 <2A/A2 ,7 <2B/矶时，系统(6) 的平衡点 (0 ， 0)
是局部渐近稳定的，即系统(1)平衡点 P) (0 ，的 (7 )/d6 ) 是局部渐近稳定的。

证明记收] ((J) = α]X2 ((J - 7) +α2X2 ( (J )+[ α]X( ()) +向 u( (J )] γ( (J) 

收2(()) =C)U2( (J -7) +C2X2(()) +C3 U2( (J) + [C4X(()) +CSU(()) rU
2( (J) 

取 V飞 α叫l气α龟2 ud2\+ ÷打fT川d出s1'[μμ[ a]α叫1 叫呐附收1川州州(ωω0创) + α州2川卅(仰ω叫0创圳)门]d匈(J + ; f)aμ[μα叭I
用不等式 αab :õ.运三(归α2 干 b2 )/2 和引理 1 ，可得
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VI币 -(A]- ;A2)x2 -(B]- ;B2 )ι叩2山- [α] X 2 ( a]x + a4 U) +旷 (C4X +C5U)] + 

7[α] a] (a]x + α4μ)2Z2+α2C] (C4X +C5U) 2旷 ]/2

当满足 7 <2A]IA2 ,7 < 2B]1矶， 7 < [A2B] +A]B2 -,j(A2B] -A]B2)2 +Aß2α/C/ ]I (A2B2) 时， - (A , -
7A2/2)x2 - (B] -7B2/2)u2 - α2 C2山为负定的，则由引理 2 知 V 1(6) 在原点的某个邻域内为负定的，所以根据

文献[3] 定理 3. 3 成立。

b. - d， ι 
注:1)定理 2 的条件可行性说明 o A, ,A2 , B1 ，B2'αl 、电均可能与 T 有关。因为 b2 > ιtt 〈言，根据

伊] (7)μ1 
伊， ( 7) 、的( 7) 对 7 的连续性，存在充分小的 7 ，使 ψ(7) >0 一一一〈一。根据假设当 7 =0 时有 C2 >0 、 a2 -

2 、伊2 ( 7) - d
6 

α1 
α]>0 ， C3 -C]>0 ，所以对充分小的 7 ，存在 α1 、α(α(0) >0α(0)>0) 满足一>.4/ \/ \0 因此，

] \...., / "'-', \..1.2α2 - 4(α2 - a] ) (C] - C 1
、

当 7 =0 时 ， A] >0 A2 > 0 、 B 1 >0 , B2 >0 ， 所以满足 7 <2A1IA2 , 7 <2B]1矶的充分小 T 是存在的，因此存在充

分小的 T 值，使定理 2 的条件满足。

7 伊2(7)'2 伊2 ( 7) 
2) 记 G1(ZJ)=-(AI-fAJt-(BI-EB2)(y-17)-凹的-丁-") + 

伊2(7) ，， 22 伊2 ( 7)ψ2 ( 7) 
?[α1α1 (a3 x + 向 (y -丁7))Z +α2 C](C4X+ 马 (y-17))2(y-丁....:....:... )2]-

伊2 ( 7) 伊2(7) ， 2 伊2 ( 7) 
[α1X2( 叫x+ 向 (y-17))+α2(y-17)(C4Z+C5(y-17))]

在定理 2 的条件下，依证明过程知由满足 G1 (x ， y) <0 且 x >OS >0 的点以及平衡点 P] (0 ， 的( 7) Id6 ) 

所组成的区域即是平衡点 P] (0 ，的 (7 )ld6 的一个吸引域。

3.2 讨论平衡点 P2 ( ψ](7)ld5 ， 0) 

i己 Gl=b104IT ， α2 =2b]e- d>T_ 
d] ,a] =μ1 伊 1 ( 7) 1 d5 ,a4 = d5 ， αμ1 ， C1=Le-d17 ， C2=d4+μ2伊] ('7)ld5 ,C] 

=屿 ， C4 = d6 。则系统(4) 变为

( 

u =刊叩α叫叩1卢U(川川t←川川-→卅T忖) -… 川4U川川川u川…川+坷叫叩叫G町叨州5Y川y川)

y =C]y(t -7) -C2Y - (C]U +C4Y)y 

类似于定理 2 的证明，我们有

(7) 

定理 3 记 A 1 = α] (α2 - a]) ,A2 = α]a](2a] +2a2 +a] + 1) , B] = α4 (c2 - C] ) ,B2 = α4C] (2c 1 +2c2 + 1) + 

α卢l鸟，其中正数 α3 、α4 满足 α4 1α] >α;/[4(c2 - C] ) (αα] )]。当 ( b]-d])/(b2 -d4) >d5 ;;μz 且伊1 (7) > 

0 ,CP1 (7)1的( 7) > d5 ;;的、7 < [A2B] +AIB2 -,j (A2B] -A]B2)2 +A2B2 α2 2C/] 1 A2矶、7 <2A ， IA2 、 7 < 2BII矶时，
系统(7) 的平衡点 (0 ， 0) 是局部渐近稳定的，即系统(1)平衡点 P2 ( 伊 1 (7 )ld5 ， 0) 是局部渐近稳定的。

T 伊1(7) ， 2 'n 7 伊1 ( 7) 
记 G2 (X ,y) = - (A 1 丁A2 ) (X -丁~)'_(B]_尹2)/ -α3叨(x - 丁_.') + 

伊1(7) ， ， 2 伊1(7) ， 2 伊 1 ( 7) 
?[α3α] (a4 (x -丁7)+α2Y) L (x -丁7)+时1(C3(z-17)+M)γ] -

伊] (7)ψ](7)'2 伊] (7) 
[α3(GJz-17)+叨)(z-17)+α4(C3(z-17)+ω)卢]

在定理 3 的条件下，由满足乌 (x ， y) <0 且 x >O ,y >0 的点及平衡点所组成的区域是平衡点 P2 ( ψ1 (7)1 

ds ， 0) 的一个股引域。

3.3 讨论正平衡点 PJ (x \y. ) 
为了讨论正平衡点 P(x' ， y') 方便，记 α] = b 1 e-

d]T ， α2=bIE d17+d5矿 ， aJ = μ1矿 ， a4 = d5 ， 吗 =μ] , C] 

b2EJ27 ， C2=μ2户 ， C3 = b2 e 命 +d6y
巾

， C4 =的 ， Cs = d6。则系统 (5) 即为

(u=α ， U(t十a2 U - a l V - ( a4 U +山
(8) 

V =C]V(t-7) -C2U-C]V-(C4U+C 5V)V 

已知 α2 >a] ,C] >C] ， 容易看出，若 C2叫 - (a2 - C] ) (C] - C]) < 0 即向的 < dsd6 ， 则系统(8) 在 7 =0 时零点

是局部渐近稳定的 [2.4] 。
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类似于定理 3 的证明，我们有

定理 4 记 Aj=αα} ,A2 = [αj (2αj +2α2 +α3 + 1) + Cjα3]/2 ， B j =C3 -C j ,B2 =[cj (2cJ +c2 +2c3 +1) 

+α}C2 ]/2。当 ψJ(T)>O、伊2(T) >0 、 μJ/d6 <伊J (T)/ψ2 (T) < ds~μ2 、 AJ -A2T >0 、 BJ -B2T >0 、 (AJ -A2卢T

(饵B}-B2T)-C2α3 >0 时，系统(8) 的平衡点(0 ，0) 是局部渐近稳定的，即系统(1)正平衡点 P3 ( 矿 ， y' ) 是局

部渐近稳定的。

记 G3 (X ，y) = -c2(A j'-TA2) (x _X')2_ α3 (Bj 一 TB2 ) (y - y')2 -2c2 α3 (X-扩 )(y-y')-

[C2 (α4(X-X.)+ αs(y-y'))(X-扩 )2 +α3 (C4 (X - X' ) + Cs (y _ y. ) ) (y _ y. ) 2] + 

T[ αJ C2 (α4(X -扩) +αS(y_y.))2(X-扩 )2 +α3 CJ ( C4 (X - X * ) + Cs (y - y' ) ) 2 (y - y' ) 2 ] /2 

在定理 4 的条件下，由满足 G3 {X ， y) <0 且 X >OS >0 的点以及平衡点 P3 (X * ，俨)组成的区域是平衡

点 P3{X' ， y*) 的一个吸引域。

4 后记

本文通过构造 Liapunov 泛函得到了系统各平衡点局部稳定的充分条件，即各参数和时滞 T 所满足的条

件以及相应的吸引域。当各参数确定时，用其条件可估计 T 的取值范围。如果只需考虑系统各平衡点的局部

稳定性，则仅考虑系统(3) 、 (4) 、 (5) 相应的线性系统即可。这时所构造的 Liapunov 泛函比较简单，估计 T 的

取值范围也容易些，但得不到系统各平衡点的吸引域。
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Qualitative Analysis of a Type of Competitive Model 

of Adult Population 

LI Jian - quan , YANG You - she 

(The Telecommunication Engineering Institute , Air Force Engineering University , Xi án 710077 , China) 

Abstract; In this paper , by analyzing the competitive model of adult population , the solution boundedness of the 

model at time delay and the sufficient conditions of the existence of its various equilibrium points are obtained. Sim­

ultaneously the sufficient conditions and attractive regions of local steady of the equilibrium points are obtained by 

constructing Liapunov functional . 
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