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一种新的非线性方程求根迭代法

高虹霓， 曹泽阳
(空军工程大学导弹学院，陕西三原 713800)

摘 要:提出了一个新的迭代公式，用此公式求解非线性方程根收敛速度快，且绝对收敛。此方法

是用数值计算求解代数方程的比较有效的方法之一，具有一定的理论价值和应用价值。
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l 非线性方程求根常用迭代法

迭代法是计算方法中的一种基本方法。非线性方程求根常用的迭代法主要有简单迭代法、牛顿迭代法

和弦割法。

将方程f(x) =0 化为一个同解的方程

x=q(x) 

给定-个初值句，代人右端可算得一个 x1 = q(xo ) ， 再将 x 1代人右端，又可得 x2 = q(x 1 ) ， ……，如此继续下

去，会得到一个序列 j x k I ，其中
X k+l = q (x k) , k=0 ,1 ,2 , 

I xk I 称为迭代序列 ， q(x) 称为选代函数[1] 。上面的公式称为迭代格式。可以证明，只要迭代序列收敛，一般

总收敛于原方程的解。实际计算时，当迭代到一定程度，就取 xk +\作为原方程根的近似值。这种求根法称简
单迭代法。牛顿选代法就是为了保证迭代序列收敛，将f(x) 在方程f(x) = 0 的近似根 xk处作泰勒展开，取
前两项近似代替只x) ，用近似方程来代替原方程求解迭代函数即可。弦割法是用方程f(x) = 0 的近似根
句 ， Xk _\ 对应的函数值作线性插值多项式代替f(x) ，从而由近似方程求得迭代函数。下面介绍一种新的求根

迭代法。

2 新的求根迭代法

2. 1 迭代公式推导及其几何解释

设方程f(x) =。在 Xo附近有-个根，将其化为同解方程x=

q(x} 。令 Y\ =x , Y2 = q(x) ， 则 f(x) = 0 的根即为两条线的交

点，如图 1 中 k 点的 Z 坐标 Z\为了求得 k 点，作法如下:首先

由 Xo找到 q(x) 曲线上的 Ao点，过 Ao点做 q(x) 曲线的切线，交直

线 Y\ 于 B。点，其横坐标为 x\ ;然后过 B。点做 Z 轴的平行线，得三

角形 CoBoAo ， 于是有:

Y 1 (x j) - q ( xo) = (x \ - xo) • q' (xo ) 

由于 Yl (x\) = 叭，将式(1)展开整理得:
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图 l 新迭代法儿何意义
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再由 x]得 q(x) 曲线上的 A]点，过 A]做 q(x) 曲线的切线交 Y] 于 B]点;过 B]做 z 铀的平行线，得到三角形

C jBI AI' 与前类似得:
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q (x]) -q (x]) . x] 
z句=

1 - q x] 

重复如上步骤，可得迭代公式

q (Xk)-q(Xk) 'Xk x ,. , 
1 - q Xk 

用式(2) 一直迭代下去，直到某一个 Xk+1使得 q(Xk+]) 与 YI 的交点以一定的精度与 q(x) 与 YI 的交点相重

合，此时的 Xk+l~n为方程f(x) =0 的根。

2.2 收敢性及误差分析

2. 2. 1 收敛性分析

简单迭代法的迭代函数为 q(x) • 而新的迭代法是以 [q(x) -q (x)xJ/[l-q (x)J 代替了 q(x)o 令

(x)-q(x) 'X 
Q(x)= 1J. 

l-q(x) 

(2) 

右端对 Z 求导数

_1 q (x) -q(x)x-q (x)J . [l-q (x)J -[q(x) -q (x) 土] . [ - q (x) ] 
Q (x) = 

[1-q(x)J2 

(x)[q(x) -xJ 
Q(x)= 'l 

[l-q(x)J 

由文献[2][3][4][ 町，当 IQ(x)I<1 时，迭代是收敛的。在 x=扩时 .q(x.) =x. 则 Q (x 廓) =0。这

说明，迭代公式(2) 收敛。

2. 2. 2 误差分析

令 ek = Ix 摩 -xk 1 ，将 Q(x) 在 f 附近展开，对于 Q(xk ) 有

Q(xk) =Q(扩) + Q (扩) (x. -Xk) +扫 (x')(x. _Xk)2+ 

展开并化简得

忽略二阶以上小量并考虑 Q(x.)=O ，便得

Q(xk) =Q(扩 )=÷Q(扩) (扩 -ZK)2=÷Q(ze)eJ

Zhl-r=÷QR(r)EK2 

ek +] = 扫(扩) le/ 
可见，此迭代法的误差 ek + 1 与白的平方成正比，说明新的迭代法具有平方收敛性。

亦即

算例与分析

下面用新的迭代法求解方程 x = e 在 x =0. 5 附近的根，取精度 E =10-20 

解:显然令 q(x) =e 寸为方便，将其代人迭代公式(2) 得

e + e .. . x 
x= 

+e 

3 

新迭代法迭代结果

X k 

0.5 
0.56631 
0.567 13 
0.567 14 
0.567 14 

X ,. -x ......k-l 

表 1
k-01234 

记录迭代结果如表 l 所示。

从表 1 可见，若要达到 ε=10-2 ，只迭代两次即可

满足精度要求[6] 。而用简单迭代法求解同一方程的
根，要达到所要求的精度，迭代次数不少于 10 次，迭代

结果如表 2 所示。
0.06631 
0.00082 
0.000 1 
o 
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表 2 简单选代法选代结果

K Xk Xk-Xk_1 K Xk Xk -Xk _1 

O 0.5 6 0.564 86 -0.00631 

0.606 53 0.10653 7 0.56844 O. ∞358 

2 0.54524 -0.061 29 8 0.56641 -0. ∞203 

3 0.57970 0.03446 9 0.56756 0.001 15 

4 0.56006 -0.01964 10 0.56691 -0.α)() 65 

5 0.571 17 0.011 11 

由表 1 、表 2 对比可以看出，新的迭代法比简单迭代法的收敛速度快很多，具有明显的优越性。
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A New Iterative Method for Solving Nonlinear Equation 
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Abstract: This paper presents a new iterative formula by which the solution of nonlinear equation had rapid and ab­

solute convergence. This new method is of considerable value in the。可 and application and also is one of the effec­

tive techniques for solving algebraic equation by numerical calculation. 
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