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一类非线性不确定系统鲁棒 H∞控制器的设计

贾秋玲， 何长安
(西北工业大学自动控制系，陕西西安 710072)

摘 要:利用微分对策方法，讨论了一类不确定性非线性控制系统的鲁棒 H∞控制问题。给出了在

所有允许的不确定范围内，使闭环系统具有鲁棒 HOO 控制特性的状态反馈鲁棒 H∞控制器、输出反

馈鲁棒 H" 控制器以及基于观测器的鲁棒 H∞控制的设计方法。指出了如果相应的一个或两个

Hamilton - Jacobi 不等式有非负解，则该不确定非线性系统的鲁棒 H" 控制问题有解。
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非线性系统的鲁棒 H"控制在过去的几年中得到了很大的发展，也有一些作者对不确定非线性系统的

鲁棒 H∞控制作了各方面的研究，如文献[1]对于模有界的不确定非线性系统的鲁棒 H∞控制作了研究，给出

了与不h确定项有关的状态反馈及输出反馈控制器;文献[2] 设计了另一类不确定非线性系统的状态反馈及

输出反馈控制器。与文献[ 1 ]不同的是本文利用微分对策方法，设计的控制器更简单，与不确定项无关。尽

管本文设计的控制器与不确定项无关，它同样可以使闭环系统具有鲁棒 H∞控制特性。

1 问题的提出

1.1 非线性系统模型

考虑如下非线性不确定系统

x = f( x) + 6.f( x) + g 1 (x ) ω+ (g2 (x) + 6.g2 (x) ) u 

z = h1 (x) + k川 x)u (1) 

y = h2 (x) + 6. h2 (x) + k21 (x) ω 

式中 ，x( t) ε Rn 为状态(x(O) =0) ， y(t) ε RP 是测量输出 ， u( t) E Rm 表示控制输入，ω (t) ε R' 表示外部输

入 ，z(t) ε R' 是被控输出信号。 f(川， hJ (功，儿 (x)是光滑向量场 ， gl ( 叫， g 2 ( x) , k2J ( x) 是光滑的具有适当维

数的矩阵函数，并且满足f(O) =0 ,h1 (0) =0 ,h2 (0) =0. 6.f(x) , 6.g2 (X) , 6. h2 (x) 表示系统的不确定性，并

满足下列假设:

r 6.f( x) I r 6.f( x ) 1 r HJ (x ) 1 ~ / , ~ / , 1 
{l||=|lF(zJ)E1(z)} 

假设 1:--' l 6. h2(x) IL 6.h2 (x)J LH2(X)J'" " 'J (2) 

t1z = 1 6. h2(x) l 6. h2(x) =HJ (x)F(x ,t)E2(x) I 

式中 ， HJ (x) ,H2 (x) ,E J (x) 和 E2(X) 是已知的，具有适当维数的，表征系统不确定结构的矩阵函数，且 EJ (0) 

=0 ，而且下式对任何已知的矩阵函数均成立:

J(|| 如) " 2 _ 11 川)φ(x) 川~ 0 (3) 

(由式(3) 给出的不确定条件实际上是一个范数有界条件 11 F(x ， t) φ(x) 11 2:::; 1 [3] )。为了便于分析，假
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设非线性系统满足下列常用假设:

假设 2:k~2(X) (h) (x) k川 x)) =(0 I) ;k2)(x)(g)T(X) k2)T(X)) =(0 I) (4) 

1.2 非线性系统鲁棒 H'" 控制问题的提出

rx =f(x ,u) 
定义 1 : 非线性系统l 在 ( x , u) = (0 ,0 )附近关于支持率 s仙 ，y) = γ211 u 1l 2 _IIY 1l 2 是局部

ly =h(x) 

耗散的是指存在非负光滑函数 V(x) ，且 V(O) =0 ，并在(0 ，0) 的邻域内满足 : V.f( 荡 ， u) -s( u/r) 运0 。

非线性系统鲁棒 H面控制问题:就是设计控制器，使得只要所有不确定项在界定范围内，相应的闭环系

统在原点的某一邻域 U ε R" 内渐近稳定，并且只要系统(1)相应的状态轨迹不离开 U ， 系统相对于支持率

s( ω ，z) = γ2 11ω11 2 _ 11 Z 11 2 是局部耗散的[4] 。

2 主要结果

2.1 基于状态反馈鲁棒 H'" 控制器的设计

定理 1 :若系统(1)满足假设 1 和假设 2 ，并满足

条件 I 对任何 !::.f(x) ε 矶 ，(J(x) + !::.f(x) ， h)(x))是零状态可检测的;

条件 2 存在光滑函数 À=λ (x) >0 ，使得下列J Hamilton - Jacobi 不等式

VJ(x) ++VJ (λ+干 11 E2 ( x) 11 2) H) (x ) H~ (x) + 主g) (x)g) T(X) - (1 -λ )g2(X)g/(X) I 可+
『且 Aγ 』

士巾)E)(x) +h~(x)h)(x) 运o (5) 

在 x =0 的邻域内，有一光滑正定解 V(功，则系统(1)的鲁棒 H'" 控制问题的非线性状态反馈控制器为

巾) =ψ) = ,- ~ g/ (x) V~ (6) 

(式(5) 中 11 • 11 为与向量范数 l2 相容的矩阵范数，可取 Frobenius 范数。以下周。)

证明:

要寻找反馈控制律式(6) ，使闭环系统式(1 )刊的关于支持率 s( ω ，z) = γ2 11ω11 2 _ 11 Z 11 2 是局部耗散
的，可归结为零合微分对策问题。此时的 Hamiltonian 函数取为

H(x.V~' ，ω. u) = V. (f( x) + !::.f( x) + g) ( x)ω + (g2(X) + !::.g2(X) )u) + 11 Z 11 2 -γ2 11ω|尸，

其鞍点为(仇 ( x , V~) ,u. (x , VI) ) ，其中 ω=ω. (x. V~) = α) (x) =~g/(x) 町，
4γ 

u. =u.(x ， 可) =α2(X) + 问(x) = 才(g/(x) + !::.g/(x))V~ 

令 H. (耳，可 ) =H(x ， 町，ω. ,u" ) ，则 H(元，町，ω ， u)=H.(x ， 可 )+lI u-u. 1I 2- γ2 liω-ω. 11 2 

H(x.V; ，ω ， α2(X)) = V. (f(x) + 4f(x) + g) (x)ω + (g2(X) + !::.g2(X)) α2(X))+ IIz 1l 2- γ2 11ω11 2 = 

凡(耳，可) + 11α2 ( x) - u. 11 2 - ')'2 11ω叫 f=札(笃，可)+÷|lAg2T(z))v:||2-γ2 11ω-队 11 2 

式(5)成立，保证札(叫) + ~ 11 !::.仙)) V~ 11 2 ~O 成立，则
H(x ， 町，ω ， α2(X)) = V. (f(x) + 4f(x) +g) (x)ω + (g2(X) + !::.g2(X)) α2(X))+ IIz 1l 2- 旷 11ω11 2 运。

所以，状态反馈控制器式(6)可使闭环系统关于支持率 s(ω ，z) = γ2 11ω11 2 _ 11 Z 11 2 是局部耗散的。

取 V(x) 为 Lyapunov 函数，则 V(x) ~O ，ω=0 时 ， V(x) =0 意味着 h) (x(t)) =0 ， 由假设系统零状态可观测，

则 limx(t) =0。闭环系统在ω=0 时是局部渐近稳定的。(证毕)

2.2 基于输出反馈鲁棒 H国控制器的设计

定理 2: 在假设 1 和假设 2 成立的条件下，进一步假设下列条件成立:

条件 3 g=O 为系统 g=α(g)局部渐近稳定的平衡点;

条件4 在 R" xR" 原点的某一邻域内存在半正定函数 W(x ， g) ，满足 W(O ， g) >O(g于是0) ，并且存在一个

标量函数μ=μ(x) >0 ，使得 W(x ，g) 满足下列 Hamilton - Jacobi 不等式
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(W. Wt)f(x ，~) + (W. Wt)R(x ，~)( W. Wt ) T + q(X ，~) :::;0 

式中，

rf(x) +g\(x)α\(x) +g2(x)c(~)1 
f(x ，~)=r ，~， -~，_，，'，: -- -1 

lα(~) +G(~)h2(X) 

I~μH\ 归)H;(x) + 丁~g\ (x)g;(x) 
|崎γ

R(耳，~) = 1 

o 

o 

G(~)(μH2(X)罔(x) +~I) GT(~) I 
件γ 」

2E;(x)EJ (x) +cT(~)E~(x)E2(X)C(~) 
q(x ,ç) = .', .', 4.μ+(1 +μ) 11 C(ç) - α2 (X) 11 2 + 

斗~ 11 E2(X) 11 2-飞HI (x)H;(x) 可
吨μ

那么，动态输出反馈控制器 ç=a(ç) +G(~)Y 

u = c(Ç) 
使闭环系统式(1 )-(8)具有鲁棒 H'" 特性。

证明:

由式(1 )-(8)组成的闭环系统可写为( k2\ (x) g; (x) = 0) 

rXl rf(x) + /:).f(x) +gl(x) α\(x) +g2(X)C(Ç) + /:).g2(X)C(~) -g\(X) αI(X) +g\(X) ω1 
X = 1. I = I 

LçJ La(ç) +G( Ç}h2(x) +G(~)/:).h2(X) +G(~)k2\(X)ωI 
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(7) 

(8) 

x' =f( 元，~) + /:).f (x ,ç) + g< (x ,ç) r 
定义辅助系统为 (9) 

V ='h<(x') = α2(X) + /:).α2(X) -C(~) 

r /:).f(x) + /:).g2 (x)c(g) 1 rg\ (x) 
其中 AF(zd)=i i ; ge(z ,5)=| |，r=ω-α1 (x) 

LG(ç)/:)'h2(x) l' -, .~. LG(ç)k2\(x)J 

不等式(7) 可使辅助系统有储备函数 W(x<) = W(元，Ç)关于支持率 s(r ， v) = γ211r 1l 2_ lI v 1l 2 是耗散的、即

( W, Wf ) (f (x') + /:).f (x<) + g< (x" ) r) + 11 v 1尸 -γ2 11 r 11 2 :::;0 成立，

此时如果选储备函数为 U(x<) = V(X) + W(X<) ，则有

U,.(f(xe
) + /:).f(x<) +g"(X<)(ω-α\"(x)) + IIz 1l 2-γ2 11ω11 2 = V. (f( X) + /:).f( x) + g 1 ( X) ω+ 

(g2(X) + /:).g2(X) )C(ç)) + (风风)(f(x<) + /:).f(x') +g<(X')( ω-αI(X))) + IIz 1l 2-γ2 11ω11 2 运

H. (耳，可) + 11 C(ç) - α2(X) - /:).α2(X) 112_γ2 11ω-αI(X) 11 2 - lI c(ç)-α2(X) - /:).α2(x). 1I 2 + 

γ2 11ω-αI(X) 112=H.(耳，可)运。

所以闭环系统式(1 )-(8)是关于支持率 s( ω ，z) = γ2 11ω11 2 _ 11 z 11 2 耗散的。

关于闭环系统式(1 )-(8)在 ω=0 时的渐近稳定性证明。可利用上式 ， U:::; - 11 z 11 2 :5三 0。当 (x(t) ， ç

(t) ) 为闭环系统式(1 )-(8) 的解时 ， U=O 即 11 Z 11 2 =0 说明儿 (x(t))=O 以及 c( ç(t)) =0。对系统 x =f 

(x) + /:).f(x) 和 ~=α(ç) +G(~)(h2(X) +/:)'h2 (x)) ，当 h l (X(t)) =0 以及假设系统零状态、可观测，则 limx

(t) =0。利用条件 3 及稳定性性质，得 limç(t) =0 ，利用Lasalle 不变性定理，可知系统是局部渐近稳定的。

(定理证华)

2.3 基于观测器的输出反馈鲁棒 H'" 控制器的设计

定理 3:在定理 2 的条件下，假设

条件 5 ~=O 为系统 ç :;f(~) +gl(ç)α\(~) +g2(~) α2 (ç) - G(ç)h2 (~)局部稳定平衡点;

条件 6 存在定义在 x=O 的邻域中的 c\ 光滑正定函数 V(x) (V(O) =0) ，光滑函数 λ=λ (x) >0 ，使

Hamilton - Jacobi 不等式(5)成立，且以 Rn xR" 的原点的某一邻域内存在半正定函数 W(x ，Ç) ，满足 W(O ， ç)

>O(ç笋0) ，并且存在一个标量函数μ=μ(x) >0 ，使得 W(x ，ç)满足下列 Hamilton - Jacobi 不等式

(W怎 Wt)f'(x ， ç) +(W, Wt)R'(x ，~)(W. Wf)T +q'(x ，~) 运o (10) 

式中，
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rf(x) + gl (x) α1 (x) +g2(X) α2(0 r* (X ,ç) = I 
lf(ç) + gl (0α1 (ç) +品 (0α2(Ç) +G(ç)h2(ç) -G(ç)h2(ç)J 

2μH10)Hkz)+7121(z)g!(z)O 1 
|件γ|

R*(x ,ç)=1 
o G(ç)(μH2(X)叫(x) +:\1) GT(ç) I 

L 斗γ 」

2E~(x)EI (x) + α~(ç)E~(x)E2(X) α2 (ç) 
q' (X ,ç) = 

4μ 

(1 +μ) 11α2(0 -α2(X) 11 2 + 1土丝 11 E2(x) 11
2
V.H1 (x)Hi(x) V~ 

4μ2 

那么，基于观测器的动态输出反馈控制

ç=f(ç) +gl(ç)αI(Ç)+g2(Ç)α2(0 +G(ç)(y-h2(ç)) 

u= α2 (ç) 

可以使闭环系统式(1)-(1 1)具有鲁棒 H"" 特性。

证明:

若取 α(ç) =只 O+gl(ç)αI(Ç) +g2(0 α2(Ç) -G(Oh2(0 ,C(O = α2 (ç) 。利用定理 2 ，即可得证。
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3 结论

本文利用微分对策方法，讨论了一类非线性不确定系统的鲁棒 H回控制问题，得到了鲁棒 H"" 控制问题

可解的充分条件，给出了基于状态反馈的鲁棒 H国控制器，基于输出反馈的鲁棒 H∞控制器以及基于观测器

的输出反馈的鲁棒 H回控制器的设计方法，本文所介绍的所有这些的鲁棒 H∞控制器均可实现系统的内部镇

定及干扰抑制。
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Design of Robust H∞ Controller for a Class of 
Nonlinear Uncertain System 

JIA Qiu -ling , HE Chang - an 

( Department of Automatic Control , Northwestem Polytechnical University , Xi' an , 710072 , China) 

Abstract: Robust H∞ controller via state feedback as well as via output feedback for a class of nonlinear systems 

with uncertainty is discussed by means of two player , zero- sum ,differential game. 白le sufficient condìtions of the so

lutìon existence for the H"" control problems of such case of uncertain nonlinear systems are presented. It is proved 

that all the controllers proposed in thìs paper can make the closed loop systems with uncertainty achieve dìsturbance 

attenuatìon wìth intemal stability. 

Key words: nonlinear system; uncertainty ; robust H"" control; differential game. 


