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摘 要:模糊数学和模糊理论描述了比精确数学更为广泛的世界。在基于反馈的控制理论和技术

应用领域中，许多控制对象和过程借助于模糊数学，可以将"模糊"和"精确"相互转换，使得系统内

部是模糊的，而其输入和输出则是精确的，文中给出恒温控制的模糊控制数学模型。
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数学历来以其精确性著称于世，然而作为人类认识世界的产物，数学也是对客观世界的反映。事实上，

在我们的世界中，精确只是事物的一种特性。而模糊才是充满世界的事物的普遍性质[1) 。

传统数学在表示和处理精确的数量关系和空间关系方面表现得非常出色。数学家们用不多的几个数学

符号建立起一座座金碧辉煌的数学殿堂，使很多追随者流连忘返。概率论和统计学的出现和发展给人们提

供了一种表示和处理世界的一种不确定性一一随机性的有力工具。然而，这些数学工具在描绘另一种不确

定性一一模糊性时却难以直接发挥作用。模糊数学及其与各种传统数学的融合必将使人类对世界的认识达

到一个新的高度。

虽然随机性和模糊性都表示事物的不确定性，但是二者有着质的不同。随机性所描述的事件或现象本

身的含义是清楚而明确的，可以判断该事件在某特定时刻和特定条件下发生了还是没有发生。而模糊性所

描述的现象或概念本身是模糊不清的。一个具体对象是否符合一个模糊概念是不能明确判定的。

由于随机性和模糊性的区别，表示随机性和模糊性的方法也不相同。随机性在概率论中用 [0 ， J ]间的

一个数来度量，所有可能的互斥事件的概率总和为 1。而模糊性虽然也能用 [0 ， 1] 间的一个数来表示，但是

这个数只表明该事件或现象在多大程度上具有这种模糊的属性。如要判断白纸上某些位置是否已被墨迹污

染或未被污染，则可用[0.1 ]间的一个数表示一个位置在墨迹中的可能性。被描述对象的可能性的总和可

以不是 1。因此模糊性使用可能性来度量的，而不是用概率来度量的。

模糊理论描述了比精确数学更为广泛的世界，包含了精确数学的领域[2) 。因此，当所描述的事物或现

象退化为精确时，模糊的理论或方法必须与精确的理论和方法相一致。

1 模糊关系模糊变换

1. 1 模糊关系的定义

定义:设 X1 ， X2 … ， XN 是 N 个论域，定义在 U =:X1 X X2 X … xXN ( 或称定义在 XJ ， X2 • … .XNLt的模糊集

称为 XJ .X2 ， … ， XN 间的 N元模糊关系。记为

R:XJ xX2 x … xXN• [0 , 1] 

其隶属函数极为:向 (XJ 'X2… ,XN) 'X lε Xl 而 ε X2 ， … ， Xn ε XN 
N + 1 元组(X l ， X2 … ， XN ) 称为模糊关系 R 中的一个模糊元组。 μR(X1 ， X2 … ， XN ) 称为该元组的隶属度。

把定义在 X1 xX2 X …×儿，上的所有模糊关系的全体记为 F(X1 xX2 X … xXN ) 。

显然，二元模糊关系 R:X1 xX2→ [0 ， 1] 和普通二元关系一样，也可以表示为矩阵形式。由此可以看出，
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模糊关系是比一如集合论中的关系更为广泛的关系。

1.2 几种模糊关系
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1)自反:设论域 X，R 为定义在 XxX 上的模糊关系，向(耳 ， y) 为隶属函数 ， x EX ，yεX。若对 VxεX 有

向 =(x ， x) =1 则 R 是自反的。

2)对称:设 XxX上的模糊关系为 R ，向(x ， y) 为隶属函数 ， x εX，YEX。若对 VXEX ， VYEX 有向(x ，

y) =μR仆 ，x) ，则称 R 是对称的。

3)传递:设 XxX上的模糊关系为 R ，向(笃 ， y) 为隶属函数 ， x ε X ，YEX。若 R 的 À- 截关系 RA = 1 (x , 

y)IIJLR(x ，Y)~À ， (x ，y) ε XxXI 对每一 λε[0 ， 1] 都是传递的关系，则称R 是传递的。

4)模糊相似关系:若 XxX上的模糊关系 R:向(x ， y) 满足

①自反性:对 VxεX有向(x ， x) = 1 . 

②对称性:对 VX ，YEX 有向(耳 ，y) =向(y ，对，则称 R 是一个模糊相似关系。

5)模糊等价关系:设 XxX上的模糊关系 R:向(x ， y) 满足自反性、对称性和传递性，则称 R 是一个模糊

等价关系。

这里传递性是指:对 VÀε [0 ， 1] ，XEX ，YEX ，ZEX 都可由向(耳 ，y) ~λ 和向(y ,z) ~À 推得向(耳 ，Z) 注

A 

1.3 模糊变换

设模糊关系 Rε F(X ， Y) 的隶属函数为向(元 ，y) ，模糊集 Aε F(X) 的隶属函数为μ A (吟，若 B=A哩，

且 B 的隶属函数向( y) = V (JL,t (x ) 八向 (x ,y)) 

则称这是由模糊关系 R 导出的一个模糊变换。它将定义在 X 上的模糊集 A 变换成定义在 Y上的模糊

集 B。

当 X= Ixl ，屿，… ， xm l' , Y = 1 Y1 ，妇，…，几|时 ，R 可用一个模糊矩阵表示A 可用一个模糊向量表示:

r' lI '12 … 'In 1 

l'句，.句句 … '0_ 1 R =1 ., ." I 

'-,_. ,… J -'m) 'm2 'nm-

O:!:三 'ij~l

A( α1 ，吨，… ， am ) ，O~αi~1 

于是 B =A oR = (b 1 ,b2 ,… ,bn) ， 其中

bj=1(αi ̂  'i) ,j = 1 ,2 ,. . n 

这里 V 和八可以为任意一对对偶的并运算与交运算。例如 V =m缸，八 =mln 。

2 模糊控制原理和模糊控制实例

基于反馈的控制理论和技术已被广泛应用到人们生产、生活的各个领域。但是由于世界的复杂性，许多

控制对象和过程无法建立严格的数学模型。因此，模糊控制的出现是必然的。

模糊控制最早由 Mamdani 在 70 年代提出的。其具有以下特点:

1 )被控对象的行为不需要严格的数学模型描述。控制指标和控制参数可以是模糊量。

2)控制方法以模糊数学为基础，采用模糊语言表示控制功能。从而使之直观易懂，便于控制知识的获

取和表示。

3) 为了与精确控制技术相配合，可以将"模糊"和"精确"相互转换，使得系统内部是模糊的，而输入输出

则是精确的。
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2.1 模糊控制原理

设 U 为论域，却 ε F( U) 为一个被控对象的输出。 Xoε F( U) 为控制指标。模糊控制问题实际上就是涉及

→个依赖于模糊语言量的动作函数

F(5) :[模糊语言量]→动作

使得当被控对象的输出 z 与控制指标岛的偏差为 δ =X -Xo 时，动作 F( δ)将 X -Xo 越来越小。这里，偏
差 δ 时用模糊语言量"很大"、"较大

模糊控制的核心是模糊控制与推理块，这有很多种方法实现，ý.虫如口利用模糊变换就可以实现之。这可以用

一个模糊变换表示一条模糊规则，在输入和控制动作之间用一个变换关系 R 表示。若输入为 X ，输出动作为

A ，则一条模糊规则可表示为 A=XOR。如果 X 和 A 的论域有限，则 R 可用矩阵表示。

2.2 模糊控制实例

恒温箱的恒温控制中，被控对象的输出是箱仓中的温度人控制指标是如由于温度计的读数是近似的，

因此温度用模糊数表示，故 δ = t - to ， 也是一个模糊数。定义 δ 为论域 U= 1 -3 ,… 2 , -1 ,0 , 1,2 ,31 

上的模糊数。并把偏差分为 5 档:

1 )负偏大: 11/ - 3 , O. 5/ - 2 , 0/ - 1 , % , 0/1 , 0/2 , 0/3 1 

2) 负偏小: 10/ - 3 , O. 5/ - 2 , 1/ - 1, O. 5/0 , 0/1 , 0/2 , 0/31 

3)无偏 : 10/ - 3 , 0/ - 2 , O. 5/ - 1 , 1/0 , O. 5/1 , 0/2 , 0/31 

4) 正偏小: 10/ - 3 , 0/ - 2 , 0/ - 1 , O. 5/0 , 1/1 , O. 5/2 , 0/31 

5) 正偏大: 10/ 斗， 0/ -2 , 0/ 斗， 0/0 , 0/1 , 0.5/2 , 1/31 

分别用 5 档操作进行控制:加大热，加小热，关机器，制小冷，制大冷。这 5 种控制由定义在论域

v = 1 - 40 , - 30 , - 20 ，一 10 ， 0 ， 10 ， 20 ， 30 ， 401

上的模糊数表示 ， V 中的元素表示每分钟的加热或制冷量(卡) ，正值表示加热，负值表示制冷。

1 )加大热:

10/ - 40 ,0/ - 30 ,0/ - 20 ,0/ -10 ,0/0 ,0/10 ,0/20 ,0.5/30 ,1/401 

2) 加小热: 10/ -40 ,0/ -30 ,0/ -20 ,0/ -10 ,0/0 ,0. 5/10 ,1/20 ,0. 5/30 ,0/401 
3) 关机器:

10/ - 40 ,0/ - 30 ,0/ - 20 ,0.5/ -10 ,1/0 ,0.5/10 ,0/20 ,0/30 ,0/401 

4) 制小冷: 10/40 ,0.5/ - 30 ,1/ - 20 ,0.5/ - 10 ,0/0 ,0/10 ,0/20 ,0/30 ,0/40 1 

5) 制大冷:

11/ - 40 ,0.5/ - 30 ,0/ - 20 ,0/ -10 ,0/0 ,0/10 ,0/20 ,0/30 ,0/40 1 

恒温箱温控的 5 条模糊规则为:

1 ) "负偏大"→"加大热"

2)"负偏小"→"加小热"

3)"无偏"→"关机器"

的"正偏小"→"制小冷"

5)"正偏大"→"制大冷"

显然，这 5 条规则可以表示为模糊关系

R = (负偏大×加大热)U( 负偏小×加小热) U (无偏 x 关机器) U (正偏小×制小冷 ) U( 正偏大 x 制大

冷)

采用不同的蕴含算子可以得到不同的蕴含关系 R。如 α→b 采用蕴含算子 min(α ， b) ， 则可求出蕴含关

系矩阵 R.
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O 。 O O O O O 。 O O O O O 。 。 O O O 

无
O O O O 。 O O O O 偏正 。 O O O O 。 o 。 O 

偏 。 O O 0.5 0.5 0.5 0 O 。 。 O 。 。 。 O 。 O O 
X O O O 0.5 1 0.5 0 。 O x = 。 0.5 0.5 0.5 0 。 。 O O 
关-

制
机 O O O 0.5 0.5 0.5 0 。 O O 0.5 1 0.5 0 。 。 。 O 
器

。 O O O 。 O O 。 O 冷 O 0.5 0.5 0.5 0 。 。 。 。

O O O O 。 O O O O O 。 。 O 。 。 。 O O 

O 。 。 O O' 。 。 O O O O O O 。 。 O 0.5 

正 O 。 。 。 O 。 o O O 。 O O 。 。 0.5 0.5 0.5 0.5 

偏大 O O O 。 。 O O O O O O O 0.5 0.5 0.5 1 0.5 O 

x O O O O O 。 。 O O R= O 0.5 0.5 0.5 1 0.5 0.5 0.5 O 

制大 O O O 。 O 。 O O 。 。 0.5 1 0.5 0.5 0.5 0 。 O 

冷 0.5 0.5 0 O O 。 O 。 O 0.5 0.5 0.5 0.5 0 O O 。 O 

0.5 0 O O O O 。 O 0.5 0 。 O O O 。 O 

显然，有了矩阵 R ，也就有了对恒温箱进行控制的依据。实际上，正如前面所述，对温度的控制过程就是

使用变换矩阵 R 对当前系统状态进行控制的过程。

模糊数学是一门新兴学科，尚处在发展之中。其虽然仍不完善，但已在许多应用领域中表现出强大的生

命力。随着研究的深入和广泛的应用，模糊数学必将成为数学宝库中耀眼夺目的一颗璀琛明星，为人类的发

展做出巨大的贡献。
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Abstract: Fuzzy mathematics and fuzzy theory present more extensive field than precise mathematics does. In appli

cation based on the theorγand technique of feedback control , wi出 fuzzy mathematics , many control subjects and 

processes can inter - exchange fuzziness with preciseison. As result , the inside of system is fuzzy , and its inputs and 

outputs are precise. This paper gave a kind of fuzzy control mathematical model about temperature invariableness. 
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