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摘 要:基于可观矩阵奇异值单元灵敏度的思想，提出了确定智能压电传感器安放位置的一种拓扑

优化方法。为了获得智能结构压电传感器的优化位置，首先采用有限元方法对原系统进行了特征

问题分析;第二利用奇异值分解法讨论了智能结构模态可观性的度量问题;第三推导了可观矩阵奇

异值单元灵敏度公式;第四以奇异值单元灵敏度作为度量和准则并且给出一个门槛值，根据门槛值

可以确定压电传感器优化位置;最后利用算例来说明本文方法的有效性。
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各类航天结构一个重要的发展趋势是大型化、低刚度与柔性化，但是结构的柔性化使结构的模态阻尼变

小，结构在运行过程中一旦受到某种激励的作用而不采取有效措施对其振动进行抑制，大型柔性空间结构可

能产生较大振幅的振动，这将引起结构的不稳定，导致结构的运行精度急剧下降，迫切需要对结构的形状与

振动控制进行深人的研究。因此具有特殊功能、智能化的新材料的研究受到十分的重视，这类新材料包括具

有压电效应的智能压电材料等。这是因为压电材料具有两个基本特性。第一，正压电效应，即没有电场作用

而只是由于形变产生的极化现象;第二，逆压电效应，即由于电场作用产生形变的现象。在工程应用中可利

用压电材料的正压电效应的原理制成控制系统的传感器，利用压电材料的逆压电效应的原理制成控制系统

执行器。为了满足减轻结构重量增加有效载荷的重量而提高运载工具的效率要求，人们感兴趣的是使用尽

量少的传感器去获取尽量多的信息，所以传感器优化位置和数量的确定是一个非常重要的问题。

许多技术和方法适用于压电传感器的位置的优化。其中 Chang[l) 等使用最小控制能量作为准则来优化

传感元件的位置; Haftka[2)采用直接推导法处理准静态载荷的情况; Burdisso[3) 等利用统计法分别对执行器

与传感器的位置进行了优化 ;Liu[4) 等利用可观矩阵提出了传感器位置优化的方法; Kang[5) 等以结构阻尼为

度量选取传感器与执行器的优化位置。智能结构的传感器和执行器的位置对结构的力学状态特别敏感，根

据可观性和可控性的摄动量最大原则可以确定传感器的优化位置。

1 智能结构模态可观性及奇异值灵敏度

智能结构系统动力方程与分布压电传感器输出 [6) 为 M "q" +K "q" =BVa; V. =Cq (1) 

式中 ，M 与 K分别表示系统正定对称质量与刚度矩阵， ε R
nxn

;B 是由执行器位置和数量决定的控制矩阵，

ε Rnxp;Va 表示由于施加在执行器的电荷而产生的电力矢量，是执行器的控制变量 ， ERP;q 是位移矢量， ε

Rn;c 由传感器位置和数量决定的可观矩阵， ε R1xn。考虑方程 ( 1 ) ，智能结构的特征问题为

(K -AM)φ= 0 (2) 

式中，φ=(φ1 ，中2 ，……，轧 )(ε Rnxn ) 与 A = (ω12 ，ω2 ，…ωn 2) (ε Rn ) 且满足正则条件。取 φ。= (φ1 ，如，

"" ,<PL) (ε RRxL) 与 Ao = (ωiid ，… ，W~) ，利用 q=φ。η 把式(1)转换为

句 +Aol1 = φ'~BVa = BO Va ; V. = Cφ。η= Coη。 (3)
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式中 ，Bo = φ押， ε RLxP ;Co =0矶， e RLxL。把 Co 进行奇异值分解，得
Co = UoSO VO T ( 4 ) 

『豆。 0 ，
式中 ， Uo 与 Vo 是可观矩阵 Co 的左右奇异向量。 UO eRLxL

, VO eRLxL ， U~Uo =1] , V~Vo =IL ,So = I υ | 
l 0 OJ 

式中，立。 =dia{σ0] ， σ02rn ， σ0，) ， σ0， >O ，I是可观模态的个数。由式(4)则有

Ao VO, = λO.vOi (5) 

式中 ，Ao =C~Co ，也 =σ0，。为了确定智能结构压电传感器的优化位置，定义可观矩阵奇异值灵敏度。假设

去掉第j 个位置的传感器，将引起系统的总体刚度阵、质最阵与可观矩阵的变化。如果从当前结构中去掉了

第j个位置的传感器，可观矩阵改变为

主 =C+C] ，主。 =0φ。 +C]φ。 =Co +COl (6) 
式中 Co] =C]φ。，令 A =C~Co ， eRL川 (7) 

A=Ao+A]; A]=C~COl +C~]CO (8) 
则式(5)摄动为 AVm = λmVm (9) 

V:Vm =IJ (10) 
如果 λ0，单值的，可通过常规矩阵摄动理论直接得到 A 的奇异值一阶摄动为 λ;' = V~，A] VOJ (1 1 ) 

2 优化准则与步骤

(λ; ) ，表示第 i 个传感器位置的变化对第j个奇异值灵敏度的贡献并定义

D" =三 I (λ']) ， I ,Ds = [Ds] ,Ds2 ,...,D,pJ (1 2) 

做为拓扑优化传感器优化位置的一种量度。其中 I 为可观模态的个数 ，p 是传感器单元的个数。定义

ðJJ" Ds/max{D,] ,Ds2' … ,Dsp) ,ðJJ, = [ðJJsl , ðJJ'2' … , ðJJsp J (13) 
式中，m缸(Ds] ，Ds2 ' … ，Dsp ) 表示向量 f::.D， 中绝对值最大的元。ðJJ"也是第 i 个传感器单元优化位置量度。

f::.D"的变化可以把不同位置的传感器单元之间区分开来。智能结构传感器位置的拓扑优化准则定义，为

ðJJ" ~ ðJJ (14) 

式中，ðJJ是一个给定的门槛值，用来确定所布置优化位置传感器的个数。如果满足了优化准则，第 i 个位置

的传感器被保留下来;否则第 i 个位置的传感器就被从结构中去掉。重复上述步骤可以确定传感器的优化

数目和位置。

综上所述，智能结构传感器位置拓扑优化过程概括为: 1)运用有限元方法进行系统的特征分析，得到 A

和 φ;2)首先进行坐标变换然后进行可观矩阵 C。的奇异值分解，得到可观矩阵 Co 的奇异值及其左右奇异
向量 ;3 )计算可观矩阵奇异值灵敏度 ;4)通过优化准则进行安放压电传感器优化位置的拓扑选取。

通过上述步骤对所有可能安置压电传感器位置的单元重复第二至第四步，保留下的单元位置就是所要

得到的智能结构传感器位置的优化位置。

3 数值算例

如图 l 所示复合悬臂梁模型的主结构上下表面粘着一层很薄的压电材料( PVDF)作为传感器并且完全

与主结构粘贴在一起。每层压电材料的厚度为 0.5 mm，其材料特性参数见文献[6] 。为了便于与文献[5J

进行比较，智能结构复合悬臂梁的有限元网格剖分如图 1 所示，其中复合悬臂梁被划分为 9 个计算单元，包

括 48 个节点。第一至第八个单元的长度取为 25 mm，第九个单元的长度取为 30 mm。利用本文提出的方法

可以计算出每个单元的奇异值灵敏度。 ðJJs 随梁的长度的变化规律如图 2 所示。在文献[5J 中，选取结构

模态阻尼作为选取传感器的优化位置的一个指标。传感器的优化位置被确定在最大的结构阻尼指标处。结

构模态阻尼随梁的长度的分布规律如图 2 所示。从图 2 可以得出:靠近复合悬臂梁固定端的 ðJJs 较大而在
自由端的 ðJJ，较小，本文结果与文献[匀的结果一致。(图 2 中。为文献[5]结果为本文结果。)
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面图 1 复合悬臂梁模型

4 结论
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图 2 智能结构传感器位置分布规律。
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本文基于可观矩阵奇异值灵敏度，提出了一种新的有效的确定智能结构压电传感器优化位置的拓扑优

化方法，进而提出了拓扑优化准则与讨论了优化过程。通过算例验证该方法的有效性。
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A Topological Optimal Method of Determining Locations 
of The Piezoelectric Sensors 
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Abstract: On the basis of element sensitivities of the observab1e matrix singu1ar - va1ues I a technique to determine 

the 10cations of piezoe1ectric sensors of intelligent structures is presented in this paper. In order to obtain optima1 10-

cations of sensors of intelligent structures I steps are taken as follows: firstly I a moda1 ana1ysis of the initia1 structure 

is carried out with piezoe1ectric sensors on the given domain ; second1y I the observab1e modes correspondingωsm­

gu1ar - va1ues are taken with the singu1ar - va1ue decomposition method; third1y I formu1ation of the e1ement sensitivi­

ty of the singu1ar - va1ue of controllability is developed; fourth1y I the element sensitivity of the singu1ar - va1ues is 

chosen as the measure and the criterion to determine optima11ocations of sensors. A 由r陀es由ho喇1d va1ue is given and 0叩p­

tim町1m盯ma1 procedure is presented to determine which sensor e1ement needs to be ke叩p严tν/r陀er町mo飞ved based on the sens剖iti，忖ivit叫叫11心i让t

inD证巾f岛orma瓜ation. Locations of sensors are determined as the point where the element sensitivities of the singu1ar - va1ues 

are maximum. One numerica1 examp1e is taken to illustrate the app1ications of the present method. 
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