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摘 要:通过引进三角域上的插值基函数，给出了一种新的三角域上的二元三次插值样条函数，这

种插值样条函数整体达到 C 1 连续，且在各网格点处的参数可由递推公式得到 O 文中给出的插值样
条函数较之 Farin 提出的分裂三角形方法，具有计算方便、待定系数少且参数易于确定等优点，更

易于在 CAD 中应用 O
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矩形域上曲面造型法已广泛应用在 CAD 和 CAGD 领域，随着科学技术的不断发展，矩形域上的曲面造

型已不能满足实际工程的需要。近年来，三角域上曲面构造已引起人们的极大兴趣，其中最著名的是 Farin

的方法，但待定参数达到个之多，计算很复杂，给应用带来不便。为此，文献[ 1 ]通过引进了 5 个基函数，构

造了~种二元三次插值样条函数，但为了确定插值函数中的待定系数，需要求解连续性方程组。本文通过引

进 10 个基函数，构造了一种新的插值样条函数，其待定参数不需求解方程，只需利用递推关系就可求出，大
大减少了运算量，给应用带来很大的方便。

首先引进如下函数:

伊1 ( u) = 1 - 3u2 + 2u3 , 

伊3 ( u) = u2 (3 - 2u) , 

伊5 (u) = μ (1 -U)2 ， 

伊2(U ， V) = - 3μ2 + 3v2 + 2u3 _ 2v3 

伊4 (u ， ν) = u( 1 - 2u + 2uv - v 2
) , 

伊6 (u ， ν) = u( u - V) 2 , 

伊8 (u) = U
2 

(U - 1) , 伊7 ( u , v) = (u
2 

- v2
) (1 - v) , 

伊9(U ， V) = u
2
(v -1), ψ川 u) = u (1 - v) (v - u) 。

称以上函数为三角域上的插值基函数。

如果f仙 ，y)定义在区域 α 运 x:::二 b ， c :s;. y :s;. d 上，还 y 

可以对此矩形域作进一步剖分，首先作矩形剖分 α = d 

X o <x1 <… <Xm 斗 ， C=YO<Yl< … < Yn = d ， 其次将矩 队

形域再按图 1 分成两个小三角形区域。记 hi+l = X i + 1 J'J 

-Xi ， 鸟 +1 月 +1 巧，

令马=!(川) ,Skr(i ,j) =Qk+r俨z1:1. 1 川 = (xγ) 
ðx'.ðy 、"、口J"

VTvy，则在图 l 所示区域上的插值样

c 

O a X, x I+1 

rS , (X ,y) 
条函数为 S(x ， y) =~ • 

(x ,y) E 1 ij 

(x ， y) ε IIij 

图 l 矩形域分割图

lSIIJz ,y) 

i=0 , 1 ,2 , … , m -1 j=0 , 1 ,2… , n -1 

其中

S I/x ,y) =!;lPl (v) +λ.j +l 伊2 (叭，问) +兀J+l伊3(UJ + [SI o(i ，j) ψ4( 屿，马) + 
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51,0 (儿 ，j + 1) 伊6( 叭，问) + 51 0 ( i + 1 , ,j + 1 )伊8 (uJ ] hi + 1 + [ 50 1 ( i , ，j) 伊5 (町) + 

50 1 ( i , ,j + 1 )ψ7 (u t ， 约) + 50 1 ( i + 1 , ,j + 1 )ψ9( 屿，巧) ]鸟 +1+ 511(i"j) ψ川 ui ， vj )h'+l kJ+1

5 rrij (x ,y) =/;j伊 1 (ui ) +兀川 ， J'P2 ( vj ,uJ + f. + 1 J + 1 伊3 (Vj ) + [51,0 (i, ，j) ψ5( uJ + 

51,0 (i + 1 , ,j) 'P7 ( Vj ,uJ + 51 0 (i + 1 , ,j + 1 )ψ9(Vj ， uJJhi+1 +[50 ， I(i"j) ψ4 (Vj' u i ) + 1 

50 1 (i + 1 , ，j) ψ6( 町 ， uJ + 50 1 ( i + 1 , ,j + 1 )ψ8 (V) ]鸟 +1 +51 1 (i , ，j) ψ川陀 ， UJhi+1 鸟+ 1 

容易验证 5( 耳 ， y) 在所有边界线即 x= 矶，y=η 及 u， 刊上连续，从而 5(x ， y) 连续。如果还要求 5(x ， y)

整体 c l 连续，则只须:
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θSHM(z ， y) ， θ5 ， 'J-l 
(x ,y ) , 

θ'y y=巧。'y y=η 

θ5 'ij( 耳 ， y ) ， θ5 u 'J(x ， y ) , 
θx ι=ηθIX 

. 
Ui= η 

θ5 ，/耳 ， y ) ， θ5 u ，}x ， y ) , 
ðy 'Uι=η ðy ι=η 

由式(1)可得到:

S0 ,1 (i ,j) - 50,1 (i - 1 ,j) 

h,
V'" -,"' -511 (i;j) -511 (i-l ,j) =0 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

由式(2) 可得到:

S1 0 ( i ,j) - 51 0 (i ,j - 1) 

k 
/ - 51 1 ( i ,j - 1) - 51 1 ( i ,j) = 0 

由式(3)可得到:

5 , 1 (i ,j) =3~+l ，j+l - 1:.j +1 + /;', j -/;, +1 .. J+S1 0 ( i + 1 ,j) - 51 ,0 (i + 1 ,j + 1)+So 1 ( i ,j + 1) - 50 1 ( i + 1 ,j + 1 ) 
11 '-'J/ hi+l 鸟 +1 . kj+1 h 

(7) 

(6) 

由式(4) 可得到和式(7)相同的结果，把式(7) 中的 i 换成 i -1 ，j 换成 i 一 1 可得到:
j :,j -f-1J + f. -l ,j-l - f ,j-l , 51 o(i ,j -1) - 51,0(i,j) . 501 (i 一 1 ,j) ~ 50 1 ( i ,j) SI 1(i -lJ -1)=3h鸟 +h+hL(8)

由式(5)解出 50 1 ( i , ,j) ， 把式(5) ，式 (6) 两式代人式(8) 可得到:

兀J 兀叩 lJ +兀 1J-1 -儿 1
S1 1(iFIJ-1)=3hh 一; [51 1 (i ,j - 1) + 51 1 ( i ,j) ] - ; [51 1 (i ,j) + 

511 (i-l ,j)J (9) 

由式(9)解出 51 1 (i ,j) ， 得:

兀 J 兀 1 ，l+兀 l ，j-1 -兀， . , " 1 
S11(iJ)=3h 

h 
rI-S11(z-1 ,j-1)-ZFSLI(iJ-1)-ESl l(i-l J) 

由式(6)解出 51 0 (i ,j) ，使得到如下定理。

定理 5(x ， y) 整体 c l 连续的充要条件是:

f -兀 -I ，j' +兀 -IJ-1 -兀J-1
" l' 1 \ 1 SLI(iJ)=3J 

hzk>
-L S110-1 ，J-1)-ES1 ，10 ，j-1)-τ51 ， 1 ( i - 1 ,j) 

i = 1 ,2 ,… ,m; j=I ,2 ,… ,n 

岛 1 (i ,j) = 50 1 ( i - 1 ,j) +朴归1 1 ( i ,j) + 51 1 ( i - 1 ,j) ] 

i = 1 ,2 ,… ,m; j=0 ,1 ,2 ,… ,n 

矶山 ，j) = 矶。 (i ，j-l)+机[川
i=0 ,1 ,2 ,… ,m; j=I ,2 ,… ,n 

利用上述递推关系式时，还须知道初始条件，即 5(x ， y) 在矩形最左方及最下方边界线各网格点上的偏
导数值 ， 511 (i ,O) ,51 o(i ,O) (i =0 ,1… ,m -1) 及 50 ， 1 (0 , ，j) 和 51 1 (0 , j) (j = 0 ， 1 ，… ， n 一 1 )。
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定理的递推关系在使用时可采用两种方案，一种是由左到右依次算出各纵网格上的 51.1 (i ,j) , 50 . 1 (i , 

j) ， 5 1 • 0 (i，j) 。另一种方案是由下向上依次算出各横网格上的 51.1 ( i ,j) ,50 . 1 ( i ，j) 和 51.0 (i ，j) 。由此可见，这

种方法非常简便，克服了已有的许多文献中通过解方程来确定各网格点上的参数的缺点。
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Interpolation Spline Function over Triangles 
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Abstract: A new bivariate cubic interpolation spline function over triangles is given by the introduction of new inter­

polation basic functions on triangles , and it possesses continuity and the parameters on the net points can be deter­

mined by a transmission formula. In the authors ' opinion , the method in this paper have the advantages of small 

calculation ,fewer parameters and the parameters can be obtained very easily by using a transmission formula in 

stead of the Farins' split - triangle interpolante method , thus the new method is easy to use in CAD. 
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