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一类平面微分系统的极限环的不存在性
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摘 要:通过研究微分系统 x =-y+8x+axy+ml +lln+1 ,y = G(x) 的奇点，借助比较定理，将该
方程与其对称的方程进行比较，并通过分析散度和变量代换，得到了该系统极限环不存在的充分条

件。
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本文研究的微分系统为
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式中 G(x) 满足以下条件:

(C 1 ) G(x) 解析;

( C2 ) G( 0) = O. G' (0) > O. G' (x) ;:::0 。

1 αm=O 情形

定理 1 当 αm=O 时，系统(1)不存在极限环。

证明 (1)当 α=0 时，系统(1)变为

(z=-y+SZ+ 旷 + lln+1 ==川)

y = G(x) == Q1 (x ,y) 

因为 div(P1.Q1) =8.故系统(2) 不存在极限环。

(2) 当 m=O 时，系统(1)变为
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dz-- y+ δìx +αxy + lln+1 
dy G(x) 

(3' ) 

系统(3' )关于 z 铀的对称方程为
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坐|号|(=监dy I (3') dy I (4) G(X) 
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所以依条件(C2 )和比较定理，系统(3) 不存在极限环。

因此，定理 1 成立。

2 αm =rf O 情形

下面仅考虑 αm笋0 的情形。因 α~O，可以对系统(1)作变换 :x = 丘，y=L，并将变换后的二，y 仍分别记
αα 

为 x ，y ， 则系统(1)变为

(?=-Y+SZ+川y2 +向2n+l æ 川)
(5) 

y = g(X) == Q( 劣 ，y)

~I x \ 
其中 α=一笋0 ，β=τ， g(x) = αGI ~ 1 。显然 ， g(x) 满足条件(C] ) 与 (C2 ) 。不妨设 α>0，否则，可通过变

a-" - α/ 

换 :X=X ，y= -y ， t=-7 来变为 α>0 的情形。

记 ψ(y) =ßln + αy-l ，Ll={仨主Ef1g11AI=I α 1~ 
飞 2n} 2n'....]-ln(2n+l)βI 

系统(5) 当 β>0 时有三个奇点，分别为 0(0 ， 0) ,A(O'Yl) ， B(O ，η) (其中仇，只(Y] <0<Y2)) 为 ψ(y) = 

O 的二根;当β=0 时有两个奇点，分别为 0(0 ， 0) ， C(O ， 工) ;当Ll<自 <0 时有三个奇点，分别为 0(0 ， 0) ,D 
α 

(O'Y3) ， E(O'Y4)( 其中刀 'Y4 (0 <盯<川)为 ψ (y) =0 的二根) ;当 β= Ll时有两个奇点，分别为 0(0 ， 0) , F 
2n 1 

(0 一一一·一) ;当 β< Ll时有唯一奇点。(0 ， 0)0
'2n … 1α 

引理 1 当 Ô >0 时 ， O ， E ， F 为系统(5) 的不稳定奇点 ，A ，B ， C ， D 为其鞍点。

由形式级数法可得到

引理 2 当 ô =0 时，原点。(0 ， 0) 为系统(5) 的不稳定细焦点。

定理 2 当 Ô~O 时，系统(5)不存在闭轨线。

证因为

i P Q I 
I~ð QJ = - xg(x) 运 O

所以系统(5) 关于 δ 构成广义旋转向量场。故只需证明当 8=0 时系统(5) 不存在闭轨线即可。事实上，若

系统(5) 在某一个扩 >0 时存在闭轨线 r* ，则当 δ=0 时系统(5) 的正向轨线均将由 r* 的外部穿向其内部，

又当 8 =0 时的所有奇点均不稳定，从而由环域定理可知，在 r* 的内部应存在 δ=0 时系统(5) 的极限环，故

出现矛盾。

设当 δ=0 时，系统(5)存在闭轨线 r ，它所围成的区域为 D。此时系统(5) 为
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系统(6) 关于 Z 铀的对称方程为
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因为

生 I (6) ~ I 16') =旦.y I (6') g(X) 

所以由文献[3J 中的比较定理知 ， r位于 Z 轴下方部分关于 z 轴的对称线全部位于 r 的内部，故

$(Px + Qy)dσ= $ydσ> 0 , 

则原点。外围不可能存在闭轨线。又由于此时 div(P ， Q) =y ， 也不可能存在环绕其它奇点的闭轨线。因此，

当 δ=0 时系统(5) 不存在闭轨线。
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由于对系统(5) 有 div(p ， Q) =y+ δ，则有

引理 3 若系统(5)存在闭轨线，则其必与直线 y= -δ 相交。

定理 3 当.:1 <β<0 ，δ运- y4 时，系统(5)不存在闭轨线。

证对系统(5)作变换 :x = 耳，y =y- δ，并将变换后的 x ， y 仍记为 x ， y ，则系统(5) 变为

(?=-(y-SL+zy+α(y_8)2+ β(y -δ)2肘 1 三 P(x ， y)

y = g(x) 三 Q( 耳 ， y)

dz--(y -δ) + xy + α(y -δ)2 +β(y -δ)2川

dy g(x) 
系统(7)关于 z 铀的对称方程为

生 (y + δ) + xy - α(y+8)2+ β(y +δ)2川

dy g(x) 
n-2 

- 8cp( - δ) + [α - n(2π+ 1 )ßô2川]卢一 β三句::iy2ιγk+l

生 I ,_, -生 I ,_" = 2 g(x) 
当.:1 <β<0 ，δ运- y4 时，以一 δ) 运0 ，所以 -8ψ( -8) 运0 。

2001 年

(7) 

(7' ) 

又 α -n(2n+l)β户 -1 <α +n(2n+l)β:y;n-l < α +2nβy;n-l < O( 因为伊， (y4) = α+2咱y;n-l < 0) ，则若系

统(7)存在闭轨线 T，依引理 3 知其与 Z 轴相交，由比较定理知 ，T 位于 Z 轴上方部分关于 Z 轴的对称线全部

位于 r 的内部，从而有

ff(瓦+豆)dσ = ffydσ< 0 

故出现矛盾。

定理 4 当 β运.:1，δ~ .:1 1 ，时，系统(5) 不存在闭轨线。

证当β~ .:1，δ~ .:1 1 时，有 ψ( -δ)<0 ， -8，ψ( -δ) <0 ， α -n(2n+l)周2n12ζ0 ，则与定理 3 同理可证。

定理 5 当.:1 <β< 0 'Y3 ~ -.:11 ，一 Y3 运δ~ -.:1 1 时.系统(5) 不存在闭轨线。

证当.:1 <β <0'Y3~ -.:1 1 , -Y3~8::王一.:1 1 时，以 -δ) 运O 且 α - n(2n + 1)向2n ←::三 0 ，而 ψ( -δ) 与 α -n

(2n + 1 ) ßô2n-l不同时为零，则与定理 3 同理可证。

引理 4 若系统(5) 当 β >0'-Y2<但…?或β=0 时存在仅含有

奇点 O 的闭轨线 T，则 r 的最高点 P 关于直线 Y = -δ 的对称点 P'必位

于 f 的最低点 Q 的下方。

证当β>0 ，一 Y2 <识-?或β=0 时，系统(5) 在原点。外围的

等倾线如图 1 所示。如果存在仅含有 O 点的闭轨线 r。假设 p'不在 Q

的下方，那么，或者 r关于直线 y= 一 s 的对称线r'与 r 除 M ， N( 或还

有 Q)外不再相交，这时有

ff (P. + Qy)dσ = ff (y +δ)dσ< 0 
r内 r内

可知 r 不存在;或至少在 y 轴的一方(比如左方)除M外再相交两点或

两点以上，这就可飞坐| 一生| 矛盾，因此 P'位于 Q 的下方。~.J--"dy . (7) - dy . (7') 

定理 6 当 β=0 ，δgEL时，系统(5) 不存在闭轨线。
2α 

Q 

固 l 等倾线与闭轨线

证 当 β=0 时，系统(5)有两个奇点，分别为 0(0 ，0) ， C(0 ， 1) ，而 C 为鞍点，故系统(5) 仅有可能存在
α 

含 0 点的闭轨线 r。而当比-去时，直线 y = -8 与 0 点的距离将不小于去，由引理4 知，若存在 T ，它的最
高点必定位于 C 的上方，这是不可能的。
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定理 7 当 β>0 ， 8运仨毗系统(5)不存在闭轨线。

证 由引理 1 ，当 β>0 时，奇点 A ， B 均为鞍点，则系统(5) 仅可能存在只含 O 点的闭轨线。由引理 3 ，若

系统(5)存在闭轨线，则直线 y= - δ 必位于点 O 与 B 之间，即 -δ<元，也就是当 δ运 -Y2 时，系统(5)不存在

闭轨线。

又当 -Y2 <8运-旦时，直线 Y = -8 与 O 点的距离将不小于旦由引理 4 知，若系统(5) 存在闭轨线，它
2 ' 

的最高点必位于 B 点的上方，这也是不可能的。
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Nonexistence of Limit CycIes for Some Plane Differential Systems 
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Abstract . The odd pomt of plane differential systems x = - Y + 缸 +axy+m/ +l/n+l , y=G(x) , 

IS studied. The sufficient condition of the nonexlstence of limit cycles for the system is obtained by means of compa­

rmg theorem. analyzing devergence and variable substitution. 
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