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一类反应扩散方程的边界积分方程
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摘 要z应用广义函数的 Founer 积分变换导出一类反应扩散方程的基本解，在此基础上得到边界

积分方程，消除了边界元计算中边界积分方程的区域积分项。
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反应扩散方程的数学模型是一类半线性抛物型方程(组) ，该方程涉及大量物理学，化学，生物学数学模

型，具有强烈的实际应用背景。对抛物型方程初边值问题的数值求解，近年来已有许多学者做过大量的工作，

文献口〕、 [2J针对二维抛物型方程分别利用 Laplace 方程基本解和抛物型方程基本解进行了边界元方法研

究，并在处理方程中出现的区域积分项过程中运用了非常巧妙的方法。本文涉及的方程是生物群体动力学反

应扩散问题，该方程是一类带反应项的非齐抛物型方程，因此，利用文献[1J 、 [2J的方法求解数值解时，由于

非齐反应项会使边界积分方程中产生新的区域积分，给数值求解带来极大的不便。本文利用广义函数的

Founer 积分变换直接导出方程的基本解，利用该基本解得到的边界积分方程可顺利实现文献[lJ 、 [2J的数

值算法。

1 Founer 积分变换的实施

设QCRZ 是光滑有界的正则开子集，边界为 r ，考虑反应扩散方程的 Dirichlet 初边值问题

130 一一一一 - d Llu(x ,t) + ku(x ,t) = 0 (x ，。 ε Q X R+ 

u(x ,O) = uo(x) x εQ 

u(x , t) = uo(x , t) (x ，。 ε rXR+

(1) 

这里 d>O 是扩散系数，ku 是反应项(非齐项)。

先求全平面上下述定解问题(Cauchy 问题)的解

Cγ) - d Llu(x - y ，。十 ku(x - y ,t) = 0 

u(x - y ,t) 1时 =8(x-y)

(2) 

这里 x= (Xl ,Xz) ,y= (yl 'Yz) ε RZ ， tεR+ ，δ 为狄拉克(Dirac) 函数。

关于 x-y 实施 Founer 积分变换得

i72t)~~ ---一 + d CtJZu (ω ， t) + ku (ω ， t) = 0 

u (ω ， t) 1,=0 = F(8(x - y)) = 1 

(3) 

其中

ω=(叫，ωZ) , CtJZ =ωf+ω2 
r+∞ r+∞ 

革〈ω ， t) = I u(x - y ,t)e,.,(.r-)l)d(x - y) 

d(x - y) = d(Xl - Yl)d(xz - yz) 
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求解带有参数 ω 的常微分方程初值问题(3)得

豆〈ω ， t) = e-(d.，2+阳 (4) 

利用 Fourier 逆变换求高〈ω，。的原象有
r+∞ r+∞， 

(x - .y ,t) = 一土~ I e-kte-d....e-iω("'-Y)dωdω， 
J ,-, (27tYJ 一∞ J-∞ 1""'......2 (5) 

"-y，。 =-Le-Me-&
J 7-' 4πdt (6) 

其中 r= Ix-yl =(Xl-Yl)Z+(XZ-YZ)Z 

2 边界积分方程

由文献[3J ，问题(1)的基本解为

1 _Io f ,_,,\ _r_2_ 

u*(x 一 )=4πdo-r〉e hf > (7) 

ékt* 
满足 五--d血l* + ku* = 8(x - y ,t - ,) (8) 

(1)式两端同乘以旷 (x-y ， t-，)且关于 x" 积分

Jo t(旷去 -d叫什川)dD"，← o ω 
(8)式两端同乘以 u(x ， t)且关于 x" 积分

J: t(u 等 - du,1u * + kuu汀dD"，d， = J: t u8(x 一川- ，)d.o"，←吻 ， t)
Jo JO 

y ε D t ε R+ (1 0) 

用(10)式减去(9)式并由 Green 公式及文献[2J可得初边值问题(1)的边界积分方程为

哟，t) = r uou;dD", + dr r' (u* ~ - u 年)d，dI飞
JO Jr Jo on on 

y εr t ε R+ (11) 

其中 n 是边界 F上点的单位外法向量 ，uo=Uo(x) ,u; =u* (x-y ， t) 。

通过边界积分方程(11)，利用文献[2J的理论可顺利实现(1)的边界元数值计算，对问题(1)的相应 Neu

mann 边值问题亦可通过边界积分方程(11)进行数值求解。
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Boundary Integral Equation for a Class of Reaction Diffusion Equation 
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Abstract: In this paper , The fundamental solution of a class of reaction diffusion equation is de

rived by means of Fourier integral transformation of generalized function. On the basis of the 

above , the boundary integral equation is established. The result of this paper have been developed 

in a method for elimination of domain integral appearing in the boundary integral equation. 

Key words: Reaction diffusion equation; Fourier integral transformation; Fundamental solution; 

Boundary integral equation 


