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摘 要 z 设 G 是二分图，f; ， gi 是定义在图 G 的顶点集 V(G)上的非负整数函数且 gi(X)ζf; (x) , 

VxεV(G) ， 1ζi~m。若二分图 G 的边能划分成 m 个边不交的[gU flJ一因子矶，… [gm ， fmJ一因子

Fm，则称 F= {F1 ，…Fm}是二分图 G 的一个[gi ，f; Ji一因子分解，又若H 是二分图 G 的一个有 m 条边

的子图，若对任意的 1ζi~m 有 IECH) nE(F;) 1=1 ，则称 F 与 H 是正交的。主要研究二分图的正交

[gi ，f;Ji- 因子分解并给出一个结果。

关键词 2 图 z 因子 F 因子分解;正交因子分解
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1 基本概念

本文仅考虑有限元向简单图。设G 是一个图，分别用 V(G)和 E(G)表示顶点集和边集，用 dG(x)表示顶

点 x 在G 中的次数。设g 和 f 是定义在V(G)上的两个整值函数且V xEV(G)有 g(x)ζfC川，记为 g~LG

的一个钮，0一因子是指 G 有一个支撑子图 F 满足VxεV(G)有 g(x)ζdF(x)ζf(x) 。特别地，若G 本身是

一个钮，0一因子，则称 G 是一个钮，0一图，若 G 还是二分图，则称 G 是恼，0一二分图。若Vx仨 V(G)有

g(x)=a ， f(x)=b ，则称 G 的蚀，0一因子为[a ， bJ一因子，毡，0一图为[a ， bJ一图，钮，0一二分图为归，bJ一

二分图。设f; ， gi 是定义在图 G 的顶点集 V(G)上的非负整数函数且 gi(X)ζf;(剖， V xεV(G) ， 1ζi~m ，若

图 G 的边能划分成为 m 个边不交的[g17 f1 J一因子 F17 … [gm ， fmJ一因子 Fm，则称 F= {F1 ，…Fm}是 G 的凶，

f;Ji一因子分解。特别地，若VxεV(G)有 gi(X) =O ， fi(x)=ki>O 且 k 是整数 1~i~m，则图的[gi ，f;Ji一因

子分解即为[o ， k;]i- 因子分解。图 G 的一个m一星是指 G 中一个有m 条边 m+1 个顶点的子图，使其中一

个顶点的次数为 m，其余顶点的次数为 1 ，一个m一星中次数为m 的顶点称为它的中心。设H 和 F 分别是G

的一个m一星和一个白，kJi一因子分解，若对任意的 i Cl~i~m)有 IE(H) 门 E(Fi ) I =1 ，则称 F 与 H iE交，

即图 G 有一个与m一星正交的[O ， kJi一因子分解。

设二分图 G=(X ，Y;E(GL V SC:X , V TC:Y，用 eG侣，T)表示 G 的一个端点在S 中另一个端点在T 中

的边的数目。记 FCS) = ~f(x) ,dG(S)= ~dG(x) ，且f(φ)=dG(φ)=0，其余概念和记号见文口， 2J 。
xES xES 

2 主要结果

号IJI[叫 设二分图 G= (X ,Y ;E(G)) ， g 和 f 是定义在 V(G)上的整值函数且 gζf，则图 G 有钮，0一

因子的充分与必要条件是V SC:X, V TC:Y 有

(l)f(S) +eG(X\S ， T)-g(T)注o (2 )f (T)+eG侣，Y\，T)-g(S)注0

利用引理 1 和文[3J中类似的方法易证二分图 G 有钮，0一因子含一指定边的一个充要条件，证略。
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引理 2 设 G ，g ， f 同引理 1 ，则 G 有毡，0一因子含边 e=xy(xεX ，yεY)的充要条件是V SCX ,V TC 

Y 有(1)和 (2)成立，且

(3) 当 xεS ，yεY\T 时，f(S)+eG(X\，S ，T)-g(T)注1

(4) 当 xεx\，S ，yεT 时，f(T) 十eG侣，Y\.T)-g(S)注1

定理 设 kιltkz，俨..…..kιm 是正整数。若G 是C臼O ， k1 +k2+ .. …"+kιmJ一二分图，H 是二分图G 的的-一一一一白-一一-一一白­

二分图 G 有一个[臼O ，kJi一因子分解与H 正交。

证明 显然当 m=l 时结论是成立的。假设m-l 时结论成立，要证m 时结论亦成立(m注2) 。

由于 H 是[O ， k1 +k2 +… +kmJ一二分图 G= (X , Y ;E(G)) 的 m一星，元妨设 V(H) = {XO'Y1' …Ym} , 

E(H)= {e1'…em} ，其中 XoεX 是 H 的中心，ei=xoYi C1ζi~m)。令 G'=G一 {e2' …em} ， H'=H一 {e1}是一个

(m-1)一星(把H-e1 中的孤立顶点 Y1 去掉)。现定义 V(G')=V(G)上的两个整数值函数 g 和 f=

g(x) = max{O ， dG(x) 一份2+ … + km )} , I(x) = k1 V Xε V(G') 

下面利用引理 2 证明 G'有钮，0一因子含边 e10

首先，证明引理 2 中的条件(1)和 (3)满足。

V SCX ,V TCY，考虑
I(S) + eG(X\ ,S ,T) - g(T) = k11S 1 + eG(X\ ,S ,T) - dG(T1) + (k 2 + … + km ) IT11 

其中 T1 ={t:tεT ， dG(t) 一 (k2+…+km)>O} ，T2 =T\.T1。显然当 tεT2 时 ，g(t)=O ，即 g(T2)=O 。

情形 1 若ISI>IT1 I ，则

I(S) + eG'(X\ ,S , T) - g(T) =k11S 1 - d G(T1) + (k 2 + … +km)IT1 1+ 句， (X\S ， T)

> k11T11 - d G(T1) + (k 2 + … + km ) IT1 1 + eG'(X\ S ,T) 

=(k1 + k 2 + …斗 km) IT1 1 - d G(T1) + eG'(X\S ，T) 二三句， (X\S ，T) 二三 O

利用严格不等号和两端的整数性知 f(S)+eσ(X\，S ， T)-g(T)注1

情形 2 若 ISI=IT1 1 ，则

I(S) + 句， (X\S ， T) - g(T) = (k1 + k 2 + …+ km ) IT1 1 - dG(T1) + 句， (X\S ，T) 二三句， (X\S ， T) 二三 O

又当 XoεS'Y1εY\T 时，显然 eG(X\S ，T)=eG(X\S ， T) ，所以

I(S) + eG'(X\ ,S ,T) - g (T) = (是 1 + k 2 + …十 km) IS 1 + eG(X\ S ,T) - dG(T1) 

二三 dG(S) + eG(X\ S ,T) - dG(T) 

=eG(S ,T) + eG(S ， Y\T) 十 eG(X\S ,T) - d G(T1) 

=dG(T) + eG(S ,Y \ T) - dG(T1 ) 二三 eG(S ， Y\T) 二三 1 {ed I = 1 

情形 3 若 ISI<IT1 I ，则

I(S) + eG'(X\ S ,T) - g(T) =(k1 + …+ k m ) 1 S 1 + (k 2 + …+ km)(IT1 1 一 ISI) + eσ(X\S ，T) 一

dG (T1 ) 二三 (k1 + …+ k m ) 1 S 1 + (k 2 + …+ km ) + eG'(X\S ，T) 一

dG (T1 ) 二三 dG(S) + (m 一1) + eG(X\ S ,T) 一 (m - 1) - d G(T1) 

=eG(S ,T) + eG(S ,Y \ T) + eG(X\ S ,T) - dG(T1) 

=dG(T) + eG(S ,Y \ T) - dG(T1 ) 二三 eG(S ，Y\T) 注 O

又当 x。εS'Y1εY\T 时，有 eG(S ，Y\.T)二三0 ，故fCS)+句 (X\，S ，T)-g(T)二三1

综合上述知引理 2 中的条件。〉和 (3)满足。

其次，证明引理 2 中的条件(2)和 (4)满足。

V SCX ,V TCY，考虑
1 (T) + eG' (S , Y \ T) - g(S) = k1 1 T 1 +句， (S ，Y\T) - d G(S1) + (k2 + …+ km ) IS11 

其中 S1={X:XεS ， dG(x)一位z十…+km)>O} 。

若 ITI>I S11 ，则引理 2 中的条件(2)和 (4)满足，其证明类似于情形 1 。

若 ITI= ISd ，则
I(T) + 句， (S ，Y\T) - g(S) = (k1 + k 2 + …+ km ) ISd - dG(S1) + 句， (S ， Y\T) 注 eG'(S ，Y\T) 注 O

又当 XoεX\S'Y1εT 时，有 eG' 侣，Y\.T)=eG侣，Y\.T) ，类似于情形 2 有

!(T) + eG' (S ,Y \ ,T) - g(S) = (k1 + ι+ … + k m ) ITI + eG(S ,Y \ T) - d G(S1) 

二~eG(X\ß ,T) ~ 1 {e1} 1 = 1 



第 1 期 马润年等关于二分图的正交因子分解 85 

若ITI<I Sll ，则引理 2 中的条件(2)和 (4)满足，其证明类似情形 3 。

所以引理 2 中的条件(2)和〈的满足。

综合上述知引理 2 的条件全部满足。由引理 2 知 G'有钮，0一因子 F1 含边 el =XOYl'而 F1 还是特殊的
[O ， k1 J一因子，所以 G 有[O ， k1 J一因子 F1 含有边 ep但不含边 ez ，…emo

现令 G=G-E(F1 ) ，则VxεV(G)=V(G)有

O 三三 dc(x) = dG(x) - d F1 (X) ζ dG(x) - g(x) ~ dG(x) - dG(x) + kz + … + km = kz + … + km 

即 G 是一个[O ， kz+… +kmJ一二分图，又 H'是 G 的一个(m-I)一星，由归纳法假设知 5 有一个[O ， k1 Jr一
因子分解与 H'正交。因此图 G 有一个[O ， k1 Jï'一因子分解与 H 正交。

3 结束语

文[4J研究了与星正交的钮，0一因子分解，并提出两个问题，文[5J对其中的一个给出了圆满的解决。对

于一般的正交[gi' tJï'一因子分解问题研究起来比较困难，文[6J研究了一种特殊形式的正交[gi ， tJï'-因子

分解， NPiE交[O ， kJï'一因子分解，本文主要研究二分图的正交[O ， kJï'一因子分解。文【7J证明了[mg ， mfJ一

二分图有一个蚀，0一因子分解与它的 m一星正交，但易举例说明[h1 +… +hm ， kl +… +kmJ一二分图没有

[hi ， kiJï'一因子分解，其中 hi~kiO~i~m) ，更谈不上正交因子分解，因此从这种意义上说，本文得到的结果

是最好的。如果把文中的 m一星改成m一对集，也容易举例说明其结论是不成立的。
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Abstract: Let G be a bipartlte graph and Íï, gi be nonnegative integer-valued functlons defined on 

the vertlces set V (G) of G and gi (x)ζfi (x) for all xεV(G) l~i~m. If the edges of bipartlte 

graph G can be decomposed into m edge disjoint [酌， f1 J-factor 矶，…， [gm ， fmJ-factor Fm.then F= 

{Fp …, Fm }is called a [gi , fJ ï'-factorizatlOn of bipartlte graph G , in addition , if H is a subgraph 

with m edges in bipartlte graph G and I E (H) n E (Fi) I = 1 for all 1ζiζm ， then we call that F is 

orthogonal to H. This paper mainly studies orthogonal factorization of bipartlte graph and gives 

one result. 
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