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有关本原自动机的研究
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摘要 讨论了本原自动机的自同态,证明了如果广义正规自动机Α 的所有本原自动机都是Sℓ
(或G )􀆼自动机,那么Α 也是Sℓ(或G )􀆼自动机;证明了强连通本原自动机的并是G􀆼自动机;利
用极小生成元集将标准自动机的定义推广到有限自动机,给出了广义标准自动机的定义及其成

立的一个充分条件。
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Abstract:Somepropertiesonprimaryautomataarestudiedinthispaper.Firstly,theendomorphismofthe
primaryautomatonisdealtwith.ThepaperprovesthatifalltheprimaryautomataareSℓ(orG )􀆼automa-
ton,sois.Secondly,theunionofthestronglyconnectedautomataisprovedtobeG􀆼automaton.Finally,
thedefinitionofcanonicalautomataisextenttofiniteautomatabytheminimalgeneratedset.Also,the
definitionofgeneralizedcanonicalautomataisgivenandthesufficientconditionsareprovided.
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1 预备知识

1936年,英国数学家 Turing提出一种抽象的

自动机,称为图灵机。用图灵机来定义可计算函数

类,开创了自动机理论的抽象研究。20世纪五六十

年代,自动机理论得到了迅速发展:Kleene、Shan-
non、Minsky、Santos、Wee等人先后提出有限自动

机、概率自动机、无限自动机、模糊自动机等多种抽

象自动机的概念[1􀆼4]。

有限自动机是自动机理论的重要分支,在神经

网络、密码学、控制理论等众多学科领域中具有广泛
应用。所谓有限自动机[5]是一个三元组 (A,Σ,δ),
其中A 为有限状态集,Σ为有限字母表,δ为A×Σ
到A 上的函数,称为状态转换函数。令Σ* 表示Σ
上所有有限字符串构成的集合。自动机的状态转换

函数δ可以扩张成A×Σ* 到A 的函数δ
-
:

1)(∀a∈A)δ
-
(a,ε)=a;

2)(∀a∈A,x ∈∑,u∈∑
*)δ

-
(a,ux)=



δ
-
(δ
-
(a,u),x)。

为方便起见,用δ表示δ
-
,记A=(A,Σ,δ)。

设A=(A,Σ,δ),B=(B,Σ,δ'),若B ⊆A,
并且δ' 是δ在B×Σ* 上的限制,则称B 是A 的子

自动机[6],记作 B ≤A。 设a ∈ A,记 A(a)=
δ(a,u)u∈Σ*{ }。 称三元组 (A(a),Σ,δ)是由

a 生成的子自动机[6],记作A(a)。若A(a)=A ,
则称a 是A 的生成元[7]。A 的所有生成元构成的集

合用Gen(A)表示。若Gen(A)≠ ⌀,则称A 是循

环自动机[7]。若Gen(A)=A,称A 是强连通的[8]。
Ito在文献[8]中给出了强连通自动机的表示及

其分类。文献[10~11]描述了循环自动机的表示。
Bavel在文献[6]中指出任意有限自动机可分解成

本原自动机的并。本文将利用本原自动机讨论广义

正规自动机。
定义1[6] 设A=(A,Σ,δ)是有限自动机,B

=(B,Σ,δ)是A 的子自动机。若B 满足:(∃a∈
A)B=A(a);(∀b∈A)B≤A(b)⇒B=A(b),则
称B 是A 的本原自动机。

定义2[8] 设A=(A,Σ,δ),B=(B,Σ,γ),
若映 射 f:A → B 满 足:(∀a ∈ A,∀x ∈
Σ,)f(δ(a,x))=γ(f(a),x),则称f 是从A 到B
的同态。称自动机A 到自身的同态为自同态。容

易证明,A 的自同态的全体E(A)在通常意义的映

射合成下构成一个含幺半群,称之为A 的自同态幺

半群。若E(A)是半格(或群),则称A 是Sℓ(或
G )􀆼自动机。

2 证明过程

引理1[6] 设A=(A,Σ,δ)是有限自动机。如

果P1,P2,…,Pn 是A 的所有(不同的)本原自动机,

那么:A=∪
i=n

i=1
Pi;A≠∪

i≠j
Pi,其中Pi 是本原自动机

Pi 的状态集,i,j=1,2,…,n。
在此基础上,Bavel给出了有限自动机上自同

态的一个刻画。
引理2[6] 设A=(A,Σ,δ),P1,P2,…,Pn 是

A 的所有本原自动机。若f∈E(A),则存在fi∈
H(Pi →A)使得f=f1∨f2∨…∨fn ,其中fi

∨fj 定义如下:
若任意r∈Pi ∩Pj 有fi(r)=fj(r),则:

fi ∨fj(s)=
fi(s),s∈Pi

fj(s),s∈Pj
{

否则fi ∨fj 是空函数。
设A=(A,Σ,δ),S⊆A,若A=∪

s∈S
A(s),则

称S 是A 的生成元集[7]。设P1,P2,…,Pn 是A 的

所有本原自动机,那么S={si si∈Gen(Pi),i=1,
2,…,n}是 A 的 极 小 生 成 元 集[7]。设 si ∈

Gen(Pi),f∈E(A),若f(si)∈Pk,则f(Pi)⊆
Pk。 如果任意i∈{1,2,…,n}有f(si)∈Pi,那
么就称A 是广义正规自动机。

设A=(A,Σ,δ)是广义正规自动机,由引理2
可得:

命题1 设A=(A,Σ,δ)是广义正规自动机,
P1,P2,…,Pn 是A 的所有本原自动机。若 f ∈
E(A),则存在fi ∈E(Pi)(i=1,2,…,n)使得f
=f1 ∨f2 ∨ … ∨fn。

设A=(A,Σ,δ)是广义正规自动机,P1,P2,
…,Pn 是A 的本原自动机,fi,gi∈H(Pi→A)(i
=1,2,…,n)若A 是广义正规自动机,则任意i∈
{1,2,…,n}有fi∈E(Pi)。 设f,g∈E(A),由
命题1可知,存在fi,gi∈E(Pi)使得f=f1∨f2

∨ … ∨fn,g=g1 ∨g2 ∨ … ∨gn。 由文献[6]
中定理2可知任意fi,gi ∈H(Pi →A)(i=1,2,
…,n)有:
fi∨fj=fj∨fi;
(fi∨fi)∨fk=fi∨(fi∨fk);
(fi∨fj)􀳱(gi∨gj)=(fi􀳱gi)∨(fj􀳱gj)。

若本原自动机P1,P2,…,Pn 是Sℓ􀆼自动机,则:
f􀳱g = (f1∨f2∨ … ∨fn)􀳱(g1∨g2∨ … ∨gn)=

(f1􀳱g1)∨ (f2􀳱g2)∨ … ∨ (fn􀳱gn)=
(g1􀳱f1)∨ (g2􀳱f2)∨ … ∨ (gn􀳱fn)=
(g1∨g2∨ … ∨gn)􀳱(f1∨f2∨ … ∨fn)=g􀳱f。
同样可以证明f2=f。 进一步,若本原自动机

P1,P2,…,Pn 是G􀆼自动机,则任意i,j∈{1,2,…,
n}有(fi ∨fj)-1=(fi)-1∨(fj)-1。 因此,任意

f=f1∨f2∨…∨fn∈E(A)存在f-1=(f1)-1

∨(f2)-1∨…∨(fn)-1∈E(A)使得f􀳱f-1=I
,其中I是A 上的恒等映射,这样得到了定理1。

定理1 设A=(A,Σ,δ)是广义正规自动机,
若本原自动机P1,P2,…,Pn 是Sℓ(或G )􀆼自动机,
则A 也是Sℓ(或G )􀆼自动机。

设A =(A,Σ,δ)是广义正规自 动 机,f ∈
E(A),任取i∈ {1,2,…,n},令fi=f Pi,则fi

∈E(Pi)。 定义映射φ:E(A)→ (E(P1),E(P2),
…E(Pn))如下:

(∀f∈E(A))φ(f)=(f1,f2,…,fn)。
下面定理证明了映射φ 是单同态。
定理2 设有限自动机A=(A,Σ,δ),若A 是

广义正规自动机,则φ 是单同态。
证明 设f,g ∈E(A),φ(f)=(f1,f2,…,

fn),φ(g)=(g1,g2,…,gn)。若φ(f)=φ(g),则
任 意i ∈ {1,2,…,n}有 fi =gi。 任 取si ∈
Gen(Pi)有fi(si)=gi(si)。从而f(si)=g(si)。
另外,由于自动机上的同态完全由生成元集上的值

确定,而S={si si∈Gen(Pi),i=1,2,…,n}是A
的极小生成元集,故f=g,即φ 是单射。

另一方面,设φ(f􀳱g)=((f􀳱g)1,(f􀳱g)2,
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…,(f􀳱g)n),则:
(f􀳱g)i=(f􀳱g)Pi=f􀳱g Pi=f􀳱gi。
由于A 是广义正规的,g(Pi)⊆Pi,故f􀳱gi

=fi􀳱gi ,从而 ((f􀳱g)1,(f􀳱g)2,…,(f􀳱g)n)
=((f1􀳱g1),(f2􀳱g2),…,(fn􀳱gn))=(f1,f2,
…,fn)􀳱(g1,g2,…,gn)即φ(f􀳱g)=φ(f)􀳱
φ(g),故φ 是同态。

设A=(A,Σ,δ),Feichtinger 在文献[7]中定

义了A 上的一个等价关系R如下:
R={(a,b)∈A×A (∃u,v∈Σ*)δ(a,u)=

b,δ(b,v)=a}。
设S={s1,s2,…,sn}是A 的极小生成元集,根

据R的定义可知,Rsi 表示本原自动机Pi 的所有生

成元,因此Rsi ⊆A(si).如果本原自动机Pi 是强连

通的,那么Rsi =A(si)。 进一步,若所有的本原自

动机都是强连通的,则A=∩
n

i=1
Rsi。即A 是由n个独

立的强连通自动机构成。进一步,我们可以证明A
是G􀆼自动机。

定理3 设A=(A,Σ,δ)是广义正规自动机,
若A 的所有本原自动机P1,P2,…,Pn 是强连通的,
则A 是G􀆼自动机。

证明 要证明A 是G􀆼自动机,只需要证明A
上的任意同态都是同构。设:

f ∈E(A),任取i∈ {1,2,…,n},令fi =
f Pi,则fi ∈E(Pi)。 由于Pi 是强连通的,故
E(Pi)=G(Pi),从而fi 是Pi 上的双射。因此任取

a∈A,存在b∈A 使得f(b)=a,即f是满射。又

由于A 是有限自动机,所以f 也是单射。即E(A)
=G(A)。

并非所有G􀆼自动机都是强连通自动机的并。
本文最后将标准自动机的定义推广到有限自动机。

定义2 设S={s1,s2,…,sn}是A 的极小生成

元集,在状态集A 上定义一个二元关系L:
L={(a,b)∈A×A (∃si∈S)a,b∈Osi}。
其中Osi ={f(si)f∈E(A)}。 若L是等价

关系,则称A 是广义标准自动机。
下面本文给出A 是广义标准自动机的一个充

分条件。
命题2 设A=(A,Σ,δ),S={s1,s2,…,sn}

是A 的极小生成元集。若A 满足以下条件:
1)(∀a ∈ A)(∃si ∈ S,f ∈ E(A))a =

f(si);
2)若f(si)=f(sj),则存在h∈G(A)使得si

=g(sj)。
则A 是广义标准自动机。
证明 L显然满足对称性;由条件(1)知任意a

∈A 有 (a,b)∈L,故L满足反身性。
设 (a,b)∈L,(b,c)∈L,则存在si,sj∈S,

f,g,α,β,∈E(A)使得a=f(si),b=g(si)=
α(sj),c=β(sj)。由条件2)知存在h∈G(A)使得

si=h(sj),从而a=fh(sj),c=β(sj),即a,c∈
Osj 故 (a,c)∈L即L满足传递性。从而L是等价

关系,所以A 是广义标准自动机。

3 结语

基于本原自动机的研究,本文讨论了非循环有

限自动机上的自同态幺半群与其本原自动机上的自

同态幺半群之间的关系,同时利用极小生成元集将

标准自动机的定义推广到有限自动机,给出了广义

标准自动机的定义及其等价刻画。本文的工作对研

究有限自动机的表示有一定的意义。
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