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一种基于Khatri􀆼Rao子空间的非均匀稀疏阵列

丁姗姗, 张永顺, 牛 超, 赵小茹
(空军工程大学防空反导学院,西安,710051)

摘要 基于Khatri􀆼Rao(K􀆼R)子空间提出一种提升阵列自由度的非均匀阵列排布方式,即新型

嵌套阵列。新型嵌套阵列由大小2个均匀线阵(ULA)构成,较大ULA的阵元间隔取决于较小

ULA的阵列长度。相较于自由度为O N( ) 的N 阵元ULA,N 个阵元的新型嵌套阵可通过在

K􀆼R子空间中得到阵元数为 N2/2+N -1( ) 的虚拟ULA,将阵列自由度提升至O N2( ) ,大
大提高了分辨多信源的能力。同时由于阵元稀疏排布,N 个阵元的新型嵌套阵的有效孔径大

于N 阵元ULA,使新型嵌套阵列分辨临近目标的能力优于 ULA。在通过K􀆼R子空间得到虚

拟ULA的稀疏阵列流型中,新型嵌套阵列是自由度提升最大的方式之一,且在低信噪比和小快

拍数情况下依然有较好性能。
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ANovelSparseLinearArrayGeometryviaKhatri􀆼RaoSubspace

DINGShanshan,ZHANGYongshun,NIUChao,ZHAOXiaoru
(AirandMissileDefenseCollege,AirForceEngineeringUniversity,Xi'an710051,China)

Abstract:Anovelsparselineararraygeometry,i.e.anewnestedarray,isproposedbasedonKhatri􀆼Rao
(K􀆼R)subspace,whichiscapableofincreasingthedegreesoffreedom(DOF)ofarrays.Thenewnested
arrayconsistsoftwouniformlineararrays(ULA),wherethespacingoflargerULAisdeterminedbythe
arraylengthofsmallerone.ComparedwithaULAprovidingDOFwithsensors,anewnestedarrayisable
toincreasetheDOFtobyobtainingavirtualULAwithsensorsthroughK􀆼RproductinK􀆼Rsubspace,

andthustheincreasedDOFmakesitpossibletoresolvemoresources.Inaddition,thenewnestedarrayis
asparsearray,andhaslongeraperturethanthatofULAinequalnumberofsensorstobringagoodability
toresolvenearbytargets.Thenewnestedarrayisoneofthearrays,whichhavethelargestDOFincreased
byK􀆼Rproduct,andtheperformanceofthenewnestedarrayisgoodevenundertheconditionoflowSNR
andsmallsnapshots.
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  波达方向(DOA)估计作为阵列信号处理的一

项基本技术,已被广泛应用于雷达、声纳以及无线传

感器组网技术中。其中,基于特征分解的子空间类

算法:MUSIC算法[1]和ESPRIT算法[2]有能力突



破阵列信号估计的“瑞利限”,自提出就受到了人们

的关注。但是,对于一个包含N 个阵元的均匀线阵

(ULA)来说,无论是上述2种基本算法还是其改进

算法,能够分辨的信源数目最多为 N -1个。在之

前的研究中,人们找到多种方法提升可分辨的信源

数目。1985年,Pillai等人采用最小冗余阵(MRA)
并通过构造增广协方差阵提高阵列的自由度[3􀆼4];

1997年,Abramovich等人采用正定 Toeplize矩阵

并提出了详细算法流程[5]。后来,人们通过构造虚

拟阵列提高阵列自由度,产生多于实际阵元的虚拟

阵元,以求实现阵列扩展,最终达到增强阵列分辨多

信源能力的目的。
目前,产生虚拟阵元的方法可基于接收数据的

四阶累积量[6􀆼7]实现,该算法具有自动抑制加性高斯

白噪声及任意高斯色噪声的能力,但运算量大,且正

确估计需要较多的快拍数;也可基于接收数据协方

差的K􀆼R子空间[8􀆼9]实现,该算法与 MIMO雷达提

高阵列自由度的原理相似,不同之处在于:MIMO
雷达产生虚拟阵列同时需要发射和接收阵列,而采

用K􀆼R积只需接收阵列即可。
基于K􀆼R子空间算法的DOA估计技术,PalP

提出了名为nested的阵列流型[10],得到了非常高的

阵列自由度。在此基础上,文献[11]将K􀆼R子空间

和nested阵列扩展到高阶,文献[12]将nested阵列

应用到分布式阵列中进行DOA估计。

1 信号模型

假设D 个不相关的远场窄带信号入射到由N
个阵元组成的直线阵列上,则阵元输出可表示为:

Xt( ) =ASt( ) +N t( ) t=1,2,…,M (1)
式中:Xt( ) = x1t( ) ,x2t( ) ,...,xN t( )[ ] T ∈ ℂ
N×1为一个快拍下的阵列输出,T表示转置,M 为快

拍数;方向矩阵A= aθ1( ) ,aθ2( ) ,...,aθD( )[ ] ∈
ℂ N×D ,A 中的任一列向量是方向向量aθi( ) =

ej
2π
λx1sinθi,ej

2π
λx2sinθi,...,ej

2π
λxNsinθi[ ] T ,x1,x2,…,xN

分别表示第1,2,…,N 个阵元相对于阵元参考点的

位置,θi ∈ -90°,90°[ ] 是第i个信源的波达方向

角,λ为波长;St( ) = s1t( ) ,s2(t),...,sD t( )[ ] T∈
ℂ D×1为零均值的信号矢量;N t( ) ∈ℂ N×1表示空

域 白 噪 声, 其 自 相 关 矩 阵 为 RNN =
ENt( )N t( ) H{ }=σn

2In ∈ℂ N×N 。
由以上定义,可得理想的数据协方差矩阵为:

RXX =EXt( )X t( ) H{ }=ARSSAH+RNN =
Adiagσ1

2,σ2
2,…,σD

2( )AH+σn
2In (2)

式中:σ2
1,σ2

2,…,σ2
D,表示入射信号的功率。考虑

到实际接收数据矩阵是有限长的,所以实际中采用

数据协方差矩阵的最大似然估计:

   R̂XX =
1
M∑

M

t=1
Xt( )X t( ) H (3)

2 Khatri􀆼Rao积

矩阵A ∈ℂ I×F 和B∈ℂ J×F ,它们的K􀆼R积

为A􀳱B ∈ℂ IJ×F ,定义为:

A􀳱B= a1 􀱋b1,a2 􀱋b2,...,af 􀱋bf[ ] (4)
式中:af,bf 分别为A,B 的第f 列,􀱋表示Krone-
cker积,即K􀆼R积是列向量的Kronecker积。

由文献[10],可知K􀆼R积的性质:

   vecADBH( ) = B*􀳱A( )d (5)
式中:* 表示共轭;D =diagd( ) ;vec(·)表示矩

阵向量化。
对接收数据的协方差矩阵做向量化,可得:

z=vecRXX( ) =vecARSSAH( ) +vecRNN( ) =
A*􀳱A( )p+σn

2vecIN( ) (6)
式中:p=diagRss( ) = σ2

1,σ2
2,...,σD

2[ ] T 。
现在,将z∈ℂ N2×1等效为虚拟阵列在一次快

拍时采样的一个信号,由前述信号模型,可得:

   z=AK-Rp+σn
2I'

N (7)
式中:I'

N = eT
1,eT

2,...,eN
T[ ] T ,列向量ei 中除了第

i个元素为1,其余 N -1( ) 个元素均为0。AK-R∈
ℂ N2×D 为该信号的方向矩阵,且:

AK-R=A*􀳱A=
[a*(θ1)􀱋a(θ1),a*(θ2)􀱋a(θ2),...,a*(θD)􀱋
a(θD)] (9)

对A*􀳱A 按行分块时,N2 个行向量中有重复

项,将重复项进行算术平均,并将各个行向量按虚拟

阵列的阵元位置重排,重排后得到的方向矩阵表示

为Aorder。

3 新型嵌套阵列排布方式

由上述讨论可知,通过K􀆼R积,可以得到阵元

数更多的虚拟阵列,且虚拟阵列的阵元个数取决于

阵元位置间隔 xi-xj{ },1≤i,j≤N 的自由度。
由于阵元数大于4时,阵元位置间隔中必定会产生

冗余[13],人们致力于找到最优的阵列流型以得到更

小的冗余度和更大的自由度,由此产生了最小冗余

阵的概念。二阶nested阵列[10]就是一种特殊的最

小冗余阵,扩大阵列孔径的同时,提高了分辨率。根

据K􀆼R积,包含 N 个阵元的二阶nested阵列产生
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的虚拟ULA具有N
-

=(N2-2)/2+N 个阵元[9􀆼11]。

有能力产生自由度也为N
-

的虚拟ULA。经仿真试

验验证,N
-

是实际阵元数为 N 的线阵通过K􀆼R积

可以产生的最大自由度。
本文提出的阵列流型由大小2个相邻的 ULA

构成,共包含N=N1+N2个阵元,N 为偶数时N1

=N/2-1,N2=N/2+1。本文中重点讨论N 为偶

数时的情况,N 为奇数的情况可类比得到,文中不

再赘述。较小ULA为一阶子阵,包含 N1 个阵元,
阵元间隔为d1;较大ULA为二阶子阵,包含N2 个

阵元,阵元间隔为d2,且d2= N1+1( )d1。若用集

合S 表示阵元的位置,那么第1个阵列的阵元位置

S1= md1,m=1,2,…,N1{ } ,第2个阵列的阵元

位置S2= n N1+1( )d1,n=1,2,…,N2{ } 。表1
对二阶nested阵列和新型嵌套阵列的阵列排布方

式进行了对比,图1具体给出阵元数 N =6时的阵

列排布方式。
表1 二阶nested阵列和新型嵌套阵列对比表

Tab.1 Comparisonoftwo􀆼levelnestedarrayandthenewnestedarray

阵元数N
二阶nested阵列 新型嵌套阵列

最优N1 N2 DOF 最优N1 N2 DOF

N 为偶数 N1=N2=
N
2

N2-2
2 +N N1=

N
2-1

,N2=
N
2+1

N2-2
2 +N

N 为奇数 N1=
N-1
2
,N2=

N+1
2

N2-2
2 +N N1=

N-1
2
,N2=

N+1
2 +1 N2-2

2 +N

图1 阵元数为6的新型嵌套阵列

Fig.1 Thenewnestedarraywith6sensors

  根据 K􀆼R积,该阵列产生的虚拟阵列见图2。
图2中的实心圆表示新型嵌套阵列的阵元位置,空
心圆表示K􀆼R子空间中的虚拟 ULA的阵元位置,
空心圆下方的数据表示虚拟阵元与参考阵元之间的

距离,数据下方的实心矩形表示AK􀆼R=A*􀳱A 中第

1列a* θ1( ) 􀱋aθ1( ) 的物理意义及实现过程,空心

圆所对应的实心矩形的数目为虚拟阵列中单个阵元

的冗余度,可由表示阵元位置的向量通过卷积得到。

图2 虚拟ULA形成示意图

Fig.2 FormationofvirtualULA

  考虑二阶nested阵列,对前述等效信号z 中与

AK-R 相对应的元素做处理,即对与冗余度大于1的

阵元相对应的元素取算术平均。将z按阵元位置重

排后得到:

   zorder=Aorderp+σ2
nI″

N (10)

式中:I″
N ∈ ℝN

-
×1 第 (N

-

+1/2个元素为1,其他元

素均为0。

  从图2中可明显看出虚拟阵元大大提升了实际

阵元的自由度。自由度的提升使具有 N 个阵元的

新型嵌套阵列在K􀆼R子空间中有能力能估计D 个

信源,0<D <N
-
,而具有N 个阵元的ULA仅能

估计最多N-1个信源。并且,N 个阵元的新型嵌

套阵列的有效孔径大于 N 个阵元的 ULA,在信源

数相同的情况下,具有更好的估计性能。

4 基于K􀆼R子空间的一种DOA估计
方法

类似空间平滑算法[14],把 N
-

个虚拟阵元划分

为N2/4+N/2个子阵,每个子阵包含N2/4+N/2
个虚拟阵元,则第i个子阵的接收信号可表示为:

zi=Aip+σ2
nI‴

n =A11Di-1p+σ2
nI‴

n (11)

式中:A11=

1 1 … 1
v1 v2 … vD

︙ ︙ ︙

v
N2
4+

N
2-1

1 v
N2
4+

N
2-1

2 … v
N2
4+

N
2-1

D

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

;D

=

v1

v2

⋱
vD

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

;vk =ej
2π
λdsinθk ;I‴

n 是第i个

元素为1,其余元素均为0的列向量。
对N2/4+N/2个子阵的数据协方差矩阵求

和,可证明[11]:
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Rsum =
1

N2/4+N/2 ∑
N2/4+N/2

i=1
Ri =

1
N2/4+N/2 ∑

N2/4+N/2

i=1
zizi

H( ) =

1
N2/4+N/2

A11ppHA11H+σ2nI( ) 2=R
^
2 (12)

显然,经过处理后得到的协方差矩阵之和可进

行 特 征 值 分 解, 且 与 R
^

=
1

N2/4+N/2
A11ppHA11

H+σ2
nI( ) 的 D 个 大 特

征值对应的特征向量张成相同的子空间,其特征值

为后者的平方。对Rsum 做特征分解后运用 MUSIC
算法或ESPRIT算法进行DOA估计即可。

5 仿真实验

为了验证本文方法的有效性,采用常规 DOA
估计算法对所提出的新型嵌套阵列流型的估计性能

作了仿真实验研究。仿真实验比较了在采用 MU-
SIC算法和ESPRIT算法时,ULA、二阶nested阵

列和新型嵌套阵列在不同信源数,不同信噪比和不

同快拍数条件下的估计性能。
仿真1:对 ULA 和新 型 嵌 套 阵 列 流 型 采 用

MUSIC算法进行DOA估计作对比。考虑阵元数

目N=8的线阵,分别按照ULA和新型嵌套阵列流

型排列,给定阵元基本间隔单位d=λ/2,每个点做

1000次蒙特卡洛实验。

  图3给定信噪比SNR=-10dB,快拍数n=200,
设定3个入射信号源,信号波达方向分别为10°,30°,

60°。图3中,可明显看出在低信噪比条件下ULA已失

去估计能力,而新型嵌套阵列流型仍可估计波达方向

角度。

图3 MUSIC谱(SNR=-10,n=200)

Fig.3 MUSICspectrum(SNR=-10,n=200)

  图4给定信噪比SNR=10dB,快拍数n=200,

设定3个入射信号源,信号波达方向分别为10o,15o,

60o。图4中,可明显看出在入射信号较为接近时,

ULA无法准确估计,而新型嵌套阵列流型仍可进行

有效估计。

图4 MUSIC谱(SNR=10,n=200)

Fig.4 MUSICspectrum(SNR=10,n=200)

  仿真2:对ULA和新型嵌套阵列流型采用ES-
PRIT算法进行DOA估计作对比。考虑阵元数目

N=8的线阵,分别按照ULA和本文提出的阵列流

型排列,给定阵元基本间隔单位d=λ/2,每个点做

1000次蒙特卡洛实验,设定3个入射信号源,信号

波达方向分别为10o,30o,60o。

  图5分别给定快拍数n=200和n=50,在其他

基本条件不变的仿真条件下比较ULA和新型嵌套

阵列。由以上结果可明显看出,采用新型嵌套阵列

效果远好于均匀线阵,尤其是在低信噪比和小快拍

数的条件下。

图5 RMSE随SNR变化图(N =8)

Fig.5 RMSEversusSNR(N =8)

  仿真3:对二阶nested阵列和新型嵌套阵列流

型作对比。考虑阵元数目 N =8的线阵,分别按照

二阶nested阵列和新型嵌套阵列流型排列。给定

阵元基本间隔单位d=λ/2,信噪比SNR=5dB,快
拍数n=200,每个点做1000次蒙特卡洛实验。设定

9个入射信号源,信号波达方向分别为-60°,-50°,

-30°,-20°,0°,10°,30°,40°,50°。

  图6和图7采用 MUSIC算法,图8采用ES-
PRIT算法,应用二阶nested阵列和新型嵌套阵列

进行DOA估计。由以上结果可明显看出,采用新

型嵌套阵列与采用二阶nested阵列仿真结果相似,

在低信噪比和小快拍数的条件下均保持一定的估计

能力。
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图6 MUSIC谱(SNR=0,n=200)

Fig.6 MUSICspectrum(SNR=0,n=200)

图7 MUSIC谱(SNR=10,n=200)

Fig.7 MUSICspectrum(SNR=10,n=200)

图8 RMSE随SNR变化图(N =8)

Fig.8 RMSEversusSNR(N =8)

6 结语

本文提出了一种基于K􀆼R子空间非均匀稀疏

阵列的排布方式,通过采用 K􀆼R积变换,得到内插

均匀的虚拟 ULA,利用虚拟阵列进行DOA估计,
能在保持有效孔径和分辨能力的基础上减少实际阵

元数目,并可分辨多于实际阵元数目的信源,从而大

大提高了的估计性能。仿真结果表明,新型嵌套阵

列在低信噪比和小快拍数情况下DOA估计性能比

较好。
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