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码长为3(q2-1)的对偶包含BCH码及量子码的构造
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摘要 利用分圆陪集刻划q2􀆼元BCH码包含其Hermitian对偶码的条件,分别在q=3l+1和q
=3l+2情况下,改进了码长n=3(q2-1)的非本原Hermitian对偶包含BCH码的最大设计距

离的下界,确定出当2≤δ≤δnew 时,对偶包含BCH码的参数,并构造出量子BCH码,结论证

明:利用该方法构造出的量子BCH码的参数优于已有文献。
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Abstract:Letq=3l+1andq=3l+2beprimepowers.Themaximaldesigneddistancesofimprimitive
Hermitiandualcontainingq2􀆼arynarrow􀆼sense(NS)andnon􀆼narrow􀆼sense(NNS)BCHcodesoflengthn
=3(q2-1)aredetermined,andaseriesofNSandNNSBCHcodesareconstructedandtheirparameters
arecomputed.Consequently,twofamiliesofq􀆼aryquantumBCHcodesarederivedfromtheseBCHcodes.
SomeofthesequantumBCHcodesconstructedfromNNSBCHcodeshavebetterparametersthanthose
quantumBCHcodesavailableintheliterature.
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  量子纠错码是量子计算机和量子通信系统得以

实现的重要保证。人们广泛研究的量子纠错码可以

由满足对偶包含关系(或自正交)的经典码构造[1􀆼4]。

LaGuardia等在文献[5~6]中,发现了性能优越的

非狭义BCH 码满足对偶包含条件,并用非狭义对

偶包含BCH 码构造出一些参数很好的量子BCH
码,这些量子BCH 码的参数优于前人用狭义对偶

包含BCH码构造的参数。



1 预备知识

分圆陪集和循环码之间有着密切的联系,本节

给出分圆陪集和BCH码的一些基本概念和相关结

论,见文献[6~10]
定义1.1 设q为素数的幂,n>1为正整数且

gcd(n,q)=1。若x为正整数且满足x<n,x模n
的q2􀆼分 圆 陪 集 为 Cx = {x,xq2,x (q2)2,…,x
(q2)k-1}(modn),其中k 是使得 (q2)kx ≡x(mod
n)的最小正整数[9]。

定义1.2 n,q,Cx 按定义1.1所述。若n-qx
∈Cx ,称Cx 为斜对称的;否则称其为斜非对称的。
斜非对称的模n 的q2􀆼分圆陪集Cx 和C-qx =Cn-qx

成对出现,叫做模n 的q2􀆼斜非对称偶(简称斜非对

称偶),记为 (Cx,C-qx)。
定义1.3 设Fq2 为q2元域,ξ为Fq2 扩域上的

n 次本原单位根,若T=Cb∪Cb+1∪…∪Cb+δ-2=
T[b,b+δ-2],以T 为定义集合的、码长为n 的循环码

C叫做Fq2 上的设计距离为δ 的BCH码。当n=
q2m -1时C叫做q2􀆼元本原BCH码,否则叫做非本

原BCH码;如果b=1,C叫做狭义BCH码,否则叫

做非狭义BCH码。

q2􀆼元本原BCH码包含其Hermitian对偶码的

充要条件,也就是最大设计距离条件,因此可以通过

对分圆陪集特征的刻划,从而简化了对偶包含充要

条件的描述,见如下引理:
引理1.1 若gcd(q,n)=1,Fq2 上BCH码C

的定义集合为T ,则C⊥h ⊆C 当且仅当T 中每个

Ci 为斜非对称的,且Ci 和Cj 不构成斜非对称偶,其
中0≤i,j≤δ-2。

q2􀆼分圆陪集的斜对称性和斜非对称偶的判定

由下述定理1.1完成,见文献[11~12]。
定理1.1[11􀆼12] gcd(q,n)=1,ordn(q2)=m ,

0≤x,y,z≤n-1。

1)Cx 是斜对称分圆陪集当且仅当存在t≤
m
2

使得x≡-xq2t+1(modx)。

2)若Cy ≠Cz ,(Cy,Cz)形成斜非对称偶当

且仅当存在t≤
m
2

使得y≡-zq2t+1(modn)

或z≡-yq2t+1(modn)。
定理1.2[6]设ordn(q2)=m ,[m even]=

m(mod2),若2≤δ≤δmax,则BCH(n,q2;δ)⊥h⊆

BCH(n,q2;δ),其中δmax=
n

q2m-1
(qm+[m even]-1-

(q2-2)[m even]) 。

文献[3~10]给出了q元量子码的构造方法,利
用Fq2 上满足Hermitian对偶包含(或自正交)条件

的经典码,可构造出q元量子码。
定理1.3[3,10] 若C为Fq2 上的[n,k]线性码,

并且C⊥h ⊆C ,则在Fq2 上存在 [[n,2k-n,d]]q
量子码,其中d=min{wt(v);v∈C\C⊥h}。

说明:为了叙述方便,将集合{1,2,…,n-1}记
为区间 [1,n-1],它的子集 {e,e+1,…,f}记为

[e,f]。

2 Hermitian对偶包含BCH码的构造

本节通过具体分析码长为n=3(q2-1)的非本

原BCH码的定义集合,分别讨论当q=3l+1和q=
3l+2时,Hermitian对偶包含BCH码的最大设计

距离的下界δnew ,从而构造出当2≤δ≤δnew 时,狭
义与非狭义对偶包含BCH码的参数。

2.1 Hermitian对偶包含BCH码的最大设计距离

2.1.1 狭义BCH码

设码长n=3(q2-1),由定理1.2可知,非本原

Hermitian对偶包含狭义BCH 码的最大设计距离

δmax=
3(q-1)
(q2-q+1)

。

定理2.1 设码长n=3(q2-1),

1)当q=3l+1时,Hermitian对偶包含狭义

BCH码的最大设计距离的下界δnew=2q-1,则2≤
δ≤δnew 时狭义BCH码包含其 Hermitian对偶码。

2)当q=3l+2时,Hermitian对偶包含狭义

BCH码的最大设计距离的下界δnew=q-1,则2≤
δ≤δnew 时狭义BCH码包含其 Hermitian对偶码。

证明 1)在q=3l+1的情况下,要证明2≤δ
≤δnew=2q-1时狭义BCH码包含Hermitian对偶

码,由引理1.1可知,即就是要证明 ∀x,y,z∈ [1,

2q-2]时,Cx 为斜非对称的且 (Cy,Cz)不构成斜

非对称偶。

I.首先,证明当x∈[1,2q-2]时Cx 为斜非对

称的。根据 定理1.1,只需证明 x(q2t+1 +1)≠
0(modn),m=0,1。

当t=0时,1<x(q+1)≤2(q-1)(q+1)=
2(q2-1)<n,所以x(q+1)≠0(modn)。

当t=1时,1<x(q3+1)≤2(q-1)(q3+1)

=3(q2-1)(q2-q+1)-(q-1)(q3+1),
所以x(q3+1)≠0(modn)。因此,x∈ [1,

2q-2]时Cx 为斜非对称的。
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II.其次,假设x<y,证明 ∀x,y∈ [1,δnew-
1]=[1,2q-2]时,(Cx,Cy)不构成斜非对称偶。

当t=0时,1<x+yq<y(q+1)≤2(q2-
1)<n,1<y+xq<y(q+1)≤2(q2-1)<n
,所以x+yq≠0(modn)且y+xq≠0(modn)。

当t=1时,1<x+yq3<y(q3+1)≤2(q-
1)(q3+1)=3(q2-1)(q2-q+1)-(q-1)(q3+
1),由于-(lq+1)n<-(q-1)(q3+1)<-(l·

q)n 且不为零,所以x+yq3 ≠0(modn)
同理y+xq3 ≠0(modn)。因此,∀x,y ∈

[1,δnew-1]=[1,2q-2]时,(Cx,Cy)不构成斜非

对称偶。
由以上2.1节可知,当q=3l+1,最大设计距离

的下界可达到δnew=2q-1,并且设计距离2≤δ≤
δnew 的狭义BCH码包含其Hermitian对偶码。

同理定理2.1的结论2)成立。

2.1.2 非狭义BCH码

与狭义BCH 码的讨论相类似,我们给出非狭

义BCH码的最大设计距离的下界δnew 。
定理2.2设码长n=3(q2-1),有:

1)当q=3l+1,s=3q,u=2,v=2q-5时,
定义集合为T[s-u,s+v]、码长为n 的非狭义对偶包含

BCH码的最大设计距离的下界为δ=δnew=2q-1。

2)当q=3l+2,s'=q+1,u'=1,v'=q-4时,
定义集合为T[s-u',s+v']、码长为n 的非狭义对偶包含

BCH码的最大设计距离的下界为δ=δnew=q-1。
证明:1)当q=3l+1时,设s=3q,u=2,v=

2q-5,根据引理1.2可知,∀i,j∈[-u,v],Cs+i

为非斜对称的,Cs+i 和Cs+j 不构成非斜对称偶。于

是可以很容易找到一个非狭义BCH码定义集合T
=[s-u,s+v],使得非狭义BCH码的最大设计距

离的下界达到δnew=2q-1。

2)当q=3l+2时,设s'=q+1,u'=1,v'=q-
4,根据引理1.2可知,∀i,j∈ [-u',v'],Cs'+i 为

非斜对称的,Cs'+i 和Cs'+j 不构成非斜对偶。于是可

以很容易找到一个非狭义BCH码定义集合T=[s'
-u',s'+v'],使得最大设计距离的下界达到δnew=q
-1。

总结上述讨论,定理2.2得证。

2.2 Hermitian对偶包含BCH码的构造

这节中我们通过对定义集合的讨论,计算码长

为n=3(q2-1),2≤δ≤δnew 的狭义和非狭义对

偶包含BCH码的维数,从而构造出满足 Hermitian
对偶包含条件的BCH码。给出当2≤δ≤δnew 时

狭义和非狭义对偶包含BCH 码的维数,从而构造

BCH码。构造结果由定理2.3给出。

定理2.3设n=3(q2-1),q=3l+1,3l+2,

δnew=2q-1,则:

1)当2≤δ≤δnew 时,存在参数为 [n,n-

( δ-1
3 +3(δ-

δ
3

)),d≥δ]的Hermitian

对偶包含狭义BCH码。

2)当2≤δ≤δnew 时,存在参数为 [n,n-

( δ-1
3 +3(δ-

δ+2
3

)),d≥δ]的Her-

mitian对偶包含非狭义BCH码。
证明:1)当q=3l+1,δ=δnew时,存在一个定义

集合为T[1,δnew-1]。当2≤δ≤δnew 时,令f≤δ-
1,于是T[1,δ-1]定义一个以δ为设计距离的Hermi-
tian对偶包含狭义BCH 码,所以存在参数为 [n,n

-(
δ-1
3 +3(δ-

δ
3

)),d≥δ]的Hermi-

tian对偶包含狭义BCH码。

2)由定理2.2结论1)可知,此时存在一个定义

集 合 为 T s-u,s+v[ ] , 如 果 集 合 e,f[ ] ⊂
s-u,s+v[ ] ,则存在一个定义集合为T e,f[ ] 的

Hermitian对偶包含非狭义BCH 码。当2≤δ≤
δnew 时,令 f =s,e=s-δ+2,则 定 义 集 合 为

T[s-δ+2,s]的对偶包含非狭义BCH码的设计距离为

δ。所以存在参数为 [n,n-(
δ-1
3 +3(δ-

δ+2
3

)),d ≥δ]的 Hermitian对偶包含非狭

义BCH码。
根据定理2.1结论2)和定理2.2结论2),当q=

3l+2时,定理2.3的结论依然成立。利用这些对偶

包含BCH码可进一步构造出量子BCH码。

3 量子BCH码的构造

本节将利用上节中当q取不同值时得到的2类

Hermitian对偶包含狭义和非狭义BCH码,以及定

理1.3提供的量子码的 Hermitian构造法,进一步

构造出量子BCH 码。分别由狭义和非狭义BCH
码构造出的量子BCH 码具有不同的参数,具体由

如下定理给出。
定理3.1 设n=3(q2-1),q=3l+1,δnew=

2q-1,有

1)当2≤δ≤δnew,θδ =
δ-1
3 +3(δ-

δ
3

)时,存在参数为 [[n,n-2θδ,δ]]q 的量子

BCH码。
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2)当2≤δ≤δnew,θ'δ =
δ-1
3 +3(δ-

δ+2
3

)时,存在参数为[[n,n-2θ'δ,δ]]q 的量

子BCH码。
定理3.2 设n=3(q2-1),q=3l+2,δnew=q

-1,有

1)当2≤δ≤δnew,θδ =
δ-1
3 +3(δ-

δ
3

)时,存在参数为 n,n-2θδ,δ[ ][ ] q 的量子

BCH码。

2)当2≤δ≤δnew,θ'δ =
δ-1
3 +3(δ-

δ+2
3

)时,存在参数[[n,n-2θ'δ,δ]]q 的量子

BCH码。
由定理2.3 以及Hermitian构造法,很容易得

到上述定理3.1和定理3.2的结论,于是这2个定理

的证明过程不再叙述。

4 结语

本文首先给出了码长为n=3(q2-1)的q2􀆼元
非本原 Hermitian对偶包含狭义BCH码最大设计

距离的下界δnew ,证明了非狭义BCH 码的最大设

计距离的下界也可达到δnew ;其次,计算出两类

Hermitian对偶包含BCH 码的维数;最后,构造出

量子BCH 码。并且由非狭义BCH 码构造出的量

子BCH码的参数优于文献[13]中由狭义BCH 码

构造出的量子BCH的参数,而且当δmax+1≤δ≤
δnew 时,不论是由狭义BCH码构造的量子码,还是

由非狭义BCH码构造的量子码,其参数都是新的。
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