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F４ 上二维最优自正交码的分类

刘　健
（空军工程大学　导弹学院， 陕西　三原　７１３８００）

摘　要：根据四元自正交码的重量特点，研究二维最优自正交码的生成矩阵与重量分布之间的
关系。 通过引入二维四元码的定义向量和射影重量概念，利用 Ｓｉｍｐｌｅｘ码的码字构成的矩阵，建
立二维最优自正交码的存在性与整数方程组的非负解之间的联系，将确定二维最优正交码的生
成矩阵问题转化为求解整数方程组的非负解。 对于给定码长，首先由 Ｇｒｉｅｓｍｅｒ界确定二维最优
自正交码的距离；然后，通过求解整数方程组的非负解，确定出所有二维最优自正交码的生成矩
阵和重量多项式；依据二维最优自正交码的生成矩阵，利用矩阵的初等行变化、向量的坐标置换
和元素的共轭变换，判断二维最优自正交码的等价性；最后，完全解决了二维最优自正交码的分
类问题，给出互不等价的二维最优自正交码的生成矩阵与重量多项式。
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编码理论研究的一个中心问题是优化码的参数，即在给定码长 n、维数 k 的情况下，确定其距离 d 的最
大值，然后再深入研究距离 d达到最大值的码的构造与等价分类，即研究最优码的构造与分类问题。 以往的
文献主要研究二元最优码的参数、构造与分类［１ －２］ 。。 近十年来人们开始研究 q 元最优码问题，这方面的工
作起始于文献［３］，该文用几何和群论方法研究 q元最优线性码问题，给出 q元二维最优线性码的部分分类
结果和码长 n不超过 ４０、维数 k不超过 ５的三元最优线性码的分类结果。
自正交码的系统研究起始于 Ｐｌｅｓｓ 在 １９７２ 年发表的论文［４］ ，但是人们研究的焦点是特殊的自正交

码———自对偶码。 关于自对偶码研究的论文很多，１９９８ 年以前对偶码的研究成果和方法见文献［１］的第 ３
个专题， ２００５年以前自对偶码的研究成果和方法见 Ｈｕｆｆｍａｎ［５］给出的总结。 关于一般自正交码的研究，则
是由于量子纠错码研究的需要［６ －８］ 。 近三年来，人们才开始研究四元最优自正交码，文献［９ －１０］研究了四
元二维和三维最优自正交码的构造，文献［１１］给出码长 n≤２９ 的四元三维最优自正交码的分类。 由于最优
线性码不一定是自正交码，最优自正交码不一定是最优线性码，所以四元二维最优自正交码的分类仍然是一
个没有解决的问题。 本文将研究四元二维最优自正交码的结构，再完全解决其等价分类。

１　预备知识

设四元域 F４ ＝｛０，１，ω，珚ω｝，其中珚ω＝１ ＋ω＝ω２，ω３ ＝１ 且元素 x的共轭为 珋x ＝x２。 用 Fn
４表示 F４ 上 n维

线性空间，u，v∈Fn
４的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 内积定义为：

（u，v） ＝uv ＋ ＝u１珋v１ ＋u２珋v２ ＋⋯＋un珋vn
若 C是一个四元［n，k］线性码，C的 Ｈｅｒｍｉｔｅ对偶码记为 C⊥ ＝｛x （x，y） ＝０，y∈C｝。 若 C彻C⊥，称 C
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为自正交的；若 C＝C⊥，称 C为自对偶的。
引理 １［６］ F４ 上的线性码 C为自正交码当且仅当这个码 C的每个码字的重量为偶数。
定义 １设线性码 C＝［n，k，d］，如果不存在 C′＝［n，k，d＋１］，则称 C是最优的；如果不存在 C＂＝［n，k，d

＋２］，则称 C是拟最优的。
定义 ２设自正交码 C＝［n，k，d］，如果不存在自正交码 C′＝［n，k，d ＋２］，则称 C是最优自正交码，最优

自正交码简记为 ＯＳＯ码。
定义 ３［５］

设码 C和 C′是 ２个四元线性码，如果存在双射将 C的任意码字变为 C′的码字，此双射由坐标
置换、用 F４ 的非零元乘某些坐标分量以及所有坐标分量取共轭构成，则称 C和 C′等价。
引理 ２（Ｇｒｉｅｓｍｅｒ界）［１］ q元域上任何线性［n，k，d］码的码长 n、维数 k和极小距离 d之间满足如下关系：

n≥∑
k －１

i ＝０

d
qi （１）

２　最优［n，２］自正交码的结构

为叙述方便，引入如下记号：矩阵 X的转置记为 XＴ，全一向量（１，１，⋯，１）记为 1n；矩阵 X的 m个并置
（X，X，⋯，X）记为 mX；若 ２个矩阵 X与 Y生成等价的码，则记为 X碖Y。
设M是秩为 ２的 ２ ×n 矩阵，M生成的码为 C＝CM。 记 P（C） ＝P（M）为 C中首一行向量的集合，并称

P（C）为码 C的射影；若 P（C） ＝P（M） ＝｛X１ ，X２ ，⋯，X５ ｝，W（P（C）） ＝WP（M） ＝（w（X１ ），w（X２ ），⋯，
w（Xm））叫做 C的射影重量向量。
设α１ ＝（０，１）

Ｔ，α２ ＝（１，０）
Ｔ，α３ ＝（１，１）

Ｔ，α４ ＝（１，ω）
Ｔ，α５ ＝（１，珚ω）

Ｔ，记：

H２ ＝（α１，α２，α３，α４，α５） ＝
０ １ １ １ １
１ ０ １ ω 珚ω

＝
β１

β２
，H２ 生成的码为［５，２，４］Ｓｉｍｐｌｅｘ 码，其射影构成的

矩阵记为 P（H２ ），对 P（H２ ）每个元素取重量得到的矩阵记为 D（H２），则：

P（H２ ） ＝

β１

β２

β２ ＋β１

β２ ＋ωβ１

β２ ＋珚ωβ１

＝

０ １ １ １ １
１ ０ １ ω 珚ω
１ １ ０ 珚ω ω
１ ω 珚ω ０ １
１ 珚ω ω １ ０

，D（H２ ） ＝

０ １ １ １ １
１ ０ １ １ １
１ １ ０ １ １
１ １ １ ０ １
１ １ １ １ ０

，

并且有WP（H２ ） ＝D（H２ ）1Ｔ
５ 。

如果 ２ ×n 矩阵M的列都是首一向量， 设M的列中有 li 个αi，１≤i≤５， 则简记M为M＝（ l１α１，
l２α２，⋯，l５α５），并称 LM ＝（ l１ ，l２ ，⋯，l５ ）为M的定义向量。

对于M＝（ l１α１，l２α２，⋯，l５α５） ＝
γ１

γ２
，则 P（M） ＝

γ１

γ２

γ２ ＋γ１

γ２ ＋ωγ１

γ２ ＋珚ωγ１

，从而 C的射影重量向量WP（M） Ｔ ＝

D（H２ ）LＴ
M。

设 C为［５s＋t，２］最优自正交码， 它的生成矩阵为 G＝（ l１α１，l２α２，⋯，l５α５）。 由于 GL（２，F４ ）双重可迁
地作用在｛α１，α２，α３，α４，α５｝上， 故可设 l１≥l２≥li，i＝３，４，５。 设 C的定义向量为 LM ＝（ l１，l２ ，⋯，l５ ），射影重
量向量为WP（G） ＝（x１，x２ ，⋯，x５）；由于 D（H２ ）可逆， 则对于给定的射影重量向量 WP（G），C存在当且仅
当如下线性方程组有非负整数解：

WP（G） Ｔ ＝D（H２ ）LＴ
G

xi≡０（ｍｏｄ ２），　i＝１，２，⋯，５
l１≥l２≥lj，　j＝３，４，５　

（２）
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记［n，２］自正交码 C的距离为 d，用 dg（n，２）表示由 Ｇｒｉｅｓｍｅｒ界确定的［n，２］线性码的极小距离上限值。
根据 Ｇｒｉｅｓｍｅｒ界中码长与极小距离之间的关系，将［n，２］自正交码按码长 n分为 ５种情况，则可得到码 C的
极小距离 d满足以下限制条件：①当 n＝５m或 n＝５m＋１，d≤dg（n，２） ＝４m；②当 n ＝５m＋２，d≤dg（n，２） ＝
４m＋１；③当 n ＝５m＋３或 n ＝５m＋４，d≤dg（n，２） ＝４m＋２。

３　最优［n，２］自正交码的分类

根据上一节的结论，首先确定二维最优自正交码所有可能的射影重量向量，通过求解方程的非负整数解
来确定最优［n，２］自正交码的生成矩阵和重量多项式；在此基础上，确定互不等价的最优［n，２］自正交码的
个数。 为简化结论的叙述，再引入如下记号和一些特殊最优自正交码的生成矩阵。
用 N（n，２）记互不等价的最优［n，２］自正交码的个数，用 N０ （n，２）与 N１ （n，２）分别记互不等价的含全零

坐标的最优［n，２］自正交码的个数和不含全零坐标的最优［n，２］自正交码的个数，则 N（n，２） ＝N０ （n，２） ＋
N１ （n，２）。 如果［n－１，２］最优自正交码的距离与［n，２］最优自正交码的距离相同，则 N０ （n，２） ＝N（n －１，
２），否则 N０ （n，２） ＝０，故仅需考虑 N１ （n，２）。

构造 G６ ＝（２α１，２α２，２α３），G１６ ＝（４α１，４α２，４α３，４α４），G５s ＋１，a碖（（s－１）H２ ，G６ ），s≥１；G５s ＋１，b碖（（s －３）
H２ ，G１６ ），s≥３。

G７ ＝（３α１，α２，α３，α４，α５ ），G１２，a ＝（４α１，２α２，２α３，２α４，２α５ ），G１２，b ＝（４α１，４α２，２α３，２α４ ），G１２，c ＝（４α１，
４α２，４α３），G２２ ＝（６α１，６α２，６α３，４α４），G３２ ＝（８α１，８α２，８α３，８α４）；G５s ＋２，i碖（（s －２）H２ ，G１２，i），s≥２，i ＝a，b，c；
G５s ＋２，d碖（（s－４）H２ ，G２２ ），s≥４；G５s ＋２，e碖（（s－６）H２ ，G３２ ），s≥６。

G８ ＝（２α１，２α２，２α３，２α４ ），G９ ＝（３α１，３α２，α３，α４，α５ ），G１４，a ＝（４α１，４α２，２α３，２α４，２α５ ），G１４，b ＝（４α１，
４α２，４α３，２α４ ），G２４ ＝（６α１，６α２，６α３，６α４），G５s ＋４，i碖（（ s －２）H２ ，G１４，i），s≥２，i ＝a，b；G５s ＋４，c碖（（ s －４）H２ ，
G２４ ），s≥４。
依据前面讨论，下面分 ５种情况叙述［５s＋t，２］最优自正交码 C的等价分类结果，仅给出定理 ２的证明，

同理可证其它定理成立。
定理 １　设 n＝５s，s≥１，则N（n，２） ＝１，N０（n，２） ＝０，N１ （n，２） ＝１；ＯＳＯ码没有全零坐标分量，等价于 Gn

＝（sH２ ）生成的码，重量多项式为 Wn ＝１ ＋１５y４s。
定理 ２　设 n＝５s＋１，则：
１） 当 s＝１，２时， N（n，２） ＝２， N０ （n，２） ＝１ ＝N１ （n，２）；没有全零坐标分量的 ＯＳＯ码等价于 Gn ＝（（s－

１）H２ ，G６ ）生成的码，其重量多项式为 Wn，a ＝１ ＋９y４s ＋６y４s ＋２。
２） 当 s≥３ 时， N（n，２） ＝３， N０（n，２） ＝１，N１ （n，２） ＝２；且两类没有全零坐标分量的 ＯＳＯ码分别等价于

Gn，a ＝（（s－１）H２ ，G６ ）与 Gn，b ＝（（ s －３）H２ ，G１６ ）生成的码，其重量多项式分别为 Wn，a ＝１ ＋９y４s ＋６y４s ＋２
与

Wn，b ＝１ ＋１２y４s ＋３y４s ＋４。
证明：由 Ｇｒｉｅｓｍｅｒ界可知，其极小距离 d（C） ＝４s，从而WP（M） ＝（４s＋２λ１，４s＋２λ２，⋯，４s＋２λ５），每个

λi≥０。 由于 ４（５s＋１） ＝５ ×４s＋４，所以 λ１ ＋λ２ ＋⋯＋λ５ ＝２。
当 s ＝１，２时，式（２）中 L有 ３个解：L１ ＝（ s ＋１，s ＋１，s ＋１，s －１，s －１），L２ ＝（ s ＋１，s ＋１，s －１，s ＋１，s －

１），L３ ＝（s＋１，s＋１，s －１，s －１，s ＋１），相应的 ３ 个生成矩阵 G５s ＋１，i，１≤i≤３，生成等价的码，重量多项式为
Wn ＝１ ＋９y４s ＋６y４s ＋２。
当 s≥３时，式（２）中 L有 ６个解：Li，１≤i≤３和 L４ ＝（s＋１，s ＋１，s ＋１，s＋１，s－３），L５ ＝（ s ＋１，s ＋１，s ＋

１，s－３，s＋１），L６ ＝（s＋１，s＋１，s －３，s＋１，s＋１）。 前 ３个解 Li，１≤i≤３，相应的 ３个生成矩阵 G５s ＋１，i，１≤i≤
３生成等价的码，等价于 G５s ＋１，a ＝（（s －１）H２ ，G６）生成的自正交码，重量多项式为 W５s ＋１，a ＝１ ＋９y４s ＋６y４s ＋２。
令 G１６ ＝（４α１，４α２，４α３，４α４），后 ３ 个解 Lj，４≤ j≤６，相应的 ３ 个生成矩阵为 G５s ＋１，j生成等价的码；等价于
G５s ＋１，b碖（（s－３）H２ ，G１６ ）生成的自正交码，重量多项式为 W５s ＋１，b ＝１ ＋１２y４s ＋３y４s ＋４。
定理 ３　设 n＝５s＋２，则：
１） 当 s＝１ 时， N（n，２） ＝３， N０ （n，２） ＝２，N１（n，２） ＝１；没有全零坐标分量的 ＯＳＯ码等价于 G７ 生成的

码，其重量多项式为 W７ ＝１ ＋３y４ ＋１２y６ 。
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２） 当 s＝２，３时，N（n，２） ＝s＋３，N０ （n，２） ＝s，N１ （n，２） ＝３；３ 类没有全零坐标分量的 ＯＳＯ码分别等价
于 Gn，i生成的码，i ＝a，b，c， 相应的重量多项式分别为：Wn，a ＝１ ＋３y４s ＋１２y４s ＋２，Wn，b ＝１ ＋３y４s ＋６y４s ＋２ ＋
３y４s ＋４，Wn，c ＝１ ＋９y４s ＋６y４s ＋４。

３） 当 s＝４，５时，N（n，２） ＝７， N０ （n，２） ＝３，N１ （n，２） ＝４；４ 类没有全零坐标分量的 ＯＳＯ码分别等价于
Gn，i生成的码，i＝a，b，c，d，其中 Wn，d ＝１ ＋１２y４s ＋３y４s ＋８。

４） 当 s≥６时，N（n，２） ＝８，N０ （n，２） ＝３，N１ （n，２） ＝５；５个没有全零坐标分量的 ＯＳＯ码分别等价于 Gn，i

生成的码， i＝a，b，c，d，e，其中 Wn，e ＝１ ＋９y４s ＋６y４s ＋４。
定理 ４　设 n＝５s＋３，s≥１，则 N（n，２） ＝１， N０ （n，２） ＝０，N１ （n，２） ＝１；没有全零坐标分量的 ＯＳＯ码等

价于 Gn碖（（s－１）H２ ，G８）生成的码，重量多项式为 Wn ＝１ ＋１２y４s ＋２ ＋３y４s ＋４。
定理 ５　设 n＝５s＋４，s≥１ 则：
１） 当 s＝１时，N（n，２） ＝２，N０ （n，２） ＝１，N１ （n，２） ＝１；没有全零坐标分量的 ＯＳＯ码等价于 G９ 生成的

码，重量多项式为 W９ ＝１ ＋６y６ ＋９y８ 。
２） 当 s＝２，３时，N（n，２） ＝３， N０ （n，２） ＝１，N１ （n，２） ＝２；２ 类没有全零坐标分量的 ＯＳＯ码分别等价于

Gn，i生成的码，i＝a，b， 相应的重量多项式分别为 Wn，a ＝１ ＋６y４s ＋２ ＋９y４s ＋４，Wn，b ＝１ ＋９y４s ＋２ ＋３y４s ＋４ ＋３y４s ＋６。
３） 当 s≥４ 时， N（n，２） ＝４， N０ （n，２） ＝１，N１ （n，２） ＝３；３ 类没有全零坐标分量的 ＯＳＯ 码分别等价于

Gn，i生成的码， i＝a，b，c， 其中 Wn，c ＝１ ＋１２y４s ＋２ ＋３y４s ＋８。

４　结束语

本文采用与文献［３］、［１１ －１２］完全不同的方法解决了 F４ 上二维最优自正交码的分类，此方法能够推
广到更高维最优自正交码的分类，但计算量会随维数增大而快速增大。 由引理 １ 和文献［３］可知，当 n ＝５m
和 n＝５m＋３时，二维最优自正交码是最优线性码且达到 Ｇｒｉｅｓｍｅｒ界。 当 n ＝５m＋２ 和 n ＝５m ＋４ 时，二维
最优自正交码不是最优线性码，而是拟最优的线性码。
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