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直觉模糊集的一对分解定理

周　炜，　雷英杰
（空军工程大学　导弹学院， 陕西　三原　７１３８００）

摘　要：首先指出了相关研究中给出的直觉模糊集分解定理中被分解的直觉模糊集本身是分解
式中的一项且分解式中各项大量重复和某些错误，提出了模糊集或直觉模糊集的分解定理应当
把一个模糊集或直觉模糊集表示成与之有关的一族具有某种共同特征的其他模糊集或其他直

觉模糊集的并或交的观点。 然后在引入模糊集及直觉模糊集的λ－截积与λ－截和的基础上给
出了直觉模糊集的基本定理，即任一直觉模糊集的所有λ－截积（强λ－截积）与λ－截和（强λ
－截和）仍然是直觉模糊集；并证明了任一模糊集或直觉模糊集等于它的所有λ－截积（所有强
λ－截积）之并，也等于它的所有λ－截和（所有强λ－截和）之交，这些结果分别称为模糊集、直
觉模糊集的分解定理。
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由 Ａｔａｎａｓｓｏｖ Ｋ．［１ －４］提出的直觉模糊集是对模糊集理论的重要扩展。 直觉模糊集增加了一个非隶属度
函数，使其能够配合隶属度函数更加细腻地描述和刻画客观世界的模糊对象，因而受到学术界的广泛关注。
在直觉模糊集研究领域，人们已经证明了 Ｖａｇｕｅ集是直觉模糊集［５］ ，并已给出了直觉模糊集的若干构造定理
和方法

［６ －７］ 。 遗憾的是，直觉模糊集至今没有一个像模糊集分解定理那样的分解定理。 文献［８］的定理 ２
给出的 A＝｛ ＜x，ｓｕｐ｛α｜x∈Aα，β｝，ｉｎｆ｛β｜x∈Aα，β｝ ＞｜x∈X｝ 仅仅把μA（x）和 vA（x）分别写成了与其等价的
上、下确界形式 ｓｕｐ｛α｜μA（x）≥α｝和 ｉｎｆ｛β｜vA（x）≥β｝ ，对 A本身并没有做任何分解，因而不能算作是分解
定理。 该文中基于定理 ２的定理 ４ 用集合套 H（α，β） 给出的 A ＝｛ ＜x，ｓｕｐ｛α｜x∈H（α，β），ｉｎｆ｛β｜x∈H（α，
β） ＞x∈X｝ 也一般不是直觉模糊集，因为它一般不满足条件 μA（x） ＋vA（x）≤１。 例如对于 X ＝［０，１］上的集
合套 H（α，β）和 X的元素 x（０畅５ ＜x≤１） 有 ｓｕｐ｛α｜x∈H（α，β） ＋ｉｎｆ｛β｜x∈H（α，β）｝ ＝２x＞１。 可见文献［８］
的定理 ４和定理 ５ 都是错误的。 文献［９］给出了直觉模糊集的一个分解定理，但该结果中被分解的直觉模
糊集是分解式中的一项，且分解式中的各项大量重复。
模糊集或直觉模糊集的分解定理应当把一个模糊集或直觉模糊集表示成与之有关的一族具有某种共同

特征的其他模糊集或其他直觉模糊集的并或交。 本文首先引入了任一λ∈［０，１］与任一 A∈P（U）的模糊积
λ⊙A与模糊和λ磑A ２种运算，引入了任一 A∈ＦＳ（U）或 A∈ＩＦＳ（U）的 λ－截积λ倡A 、强 λ－截积λ倡A 、
λ－截和λ＋A 、强 λ－截和λ＋A ；给出了模糊集的一对分解定理，其中第 １ 个实质上就是现有的模糊集分
解定理；在此基础上提出并证明了直觉模糊集的一个基本定理，并由此导出了一对简洁的直觉模糊集分解定
理，其分解式中的各项无重复，也不含被分解对象本身。
本文设 U是非空论域， P（U）、ＦＳ（U） 和 ＩＦＳ（U）分别表示 U的所有经典子集、所有模糊子集和所有直

觉模糊子集的族。 A∈P（U）的特征函数总记作 χA （x） ，因而它的补集 珔A ＝U －A 的特征函数为 χ珔A （x） ＝
１ －χA（x）。 A∈ＦＳ（U）的隶属函数总记作 A（x）。 并设 I是任意一个有限、可数或不可数的下标集合。
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１　模糊集的分解定理

定义 １设 A∈P（U），λ∈［０，１］ 。 定义一对模糊集λ⊙A，λ磑A∈ＦＳ（U）如下：（λ⊙A）（x） ＝ｍｉｎ（χA（x），
λ） ＝χA（x）λ，（λ磑A）（x） ＝ｍａｘ（χA（x），λ） ＝χA（x）（１ －λ） ＋λ。 λ⊙A 称为λ与 A的模糊积， λ磑A称为 λ
与 A的模糊和。
定理 １　设 Ai∈P（U）（ i∈I），λ∈［０，１］ ，则：
１）λ⊙∪

i∈I
Ai ＝∪i∈I

（λ⊙Ai），λ⊙∩
i∈I
Ai ＝∩i∈I

（λ⊙Ai） ；

２）λ磑∪
i∈I
Ai ＝∪i∈I

（λ磑Ai），λ磑∩
i∈I
Ai ＝∩i∈I

（λ磑Ai）。

定义 ２　设 A∈ＦＳ（U），λ∈［０，１］ 。 U的经典子集 Aλ＝｛x｜x∈U，A（x）≥λ｝ 称为 A的λ－截集， Aλ＋ ＝
｛x｜x∈U，A（x） ＞λ｝称为 A的强λ－截集。 U的模糊子集λ倡A＝λ⊙Aλ与λ倡A＝λ⊙Aλ＋分别称为 A的λ－
截积与强 λ－截积； U的模糊子集λ＋A＝λ磑Aλ与λ＋°A＝λ磑Aλ＋分别称为 A的λ－截和与强λ－截和。
定义 ３［１０ －１１］Ai∈ＦＳ（U）（ i∈I）的并∪

i∈ I
Ai 与交∩

i∈I
Ai 分别按其隶属函数定义如下：

∪
i∈I
Ai （x） ＝ｓｕｐ

i∈I
Ai（x）， ∩

i∈I
Ai （x） ＝ｉｎｆ

i∈I
Ai（x）。

其中 ｓｕｐ 与 ｉｎｆ 分别表示上确界与下确界。
定理 ２ （模糊集的并分解定理） 任一 A∈ＦＳ（U） 等于它的所有λ－截积之并，等于它的所有强 λ－截积

之并。 即 A＝ ∪
０≤λ≤１

（λ倡A） ＝ ∪
０≤λ≤１

（λ倡°A）。
定理 ３ （模糊集的交分解定理） 任一 A∈ＦＳ（U）等于它的所有 λ－截和之交，等于它的所有强 λ－截和

之交。 即 A＝ ∩
０≤λ≤１

（λ＋A） ＝ ∩
０≤λ≤１

（λ＋°A）。

证明：任给 x∈U，由定义 １、定义２，（λ＋A）（x） ＝χAλ（x）（１ －λ） ＋λ＝
λ，　λ＞A（x）
１，　λ≤A（x） ，因此 ｉｎｆ

０≤λ≤１
（λ＋A）

（x） ＝A（x）。 由定义 ３知 A＝ ∩
０≤λ≤１

（λ＋A）。 其余的证明类似。

２　直觉模糊集的基本定理

定义 ４ 设＜AL，AR ＞是 U的一对模糊子集构成的序偶，其隶属函数分别简写为μA（x） ＝AL（x） 和 vA（x）
＝AR（x）。 如果对于任意的 x∈U，都成立μA（x） ＋vA（x）≤１，则称＜AL，AR ＞是 U的一个直觉模糊子集，记作
A＝＜AL，AR ＞或 A＝＜μA，vA ＞。 μA 和 vA 分别称为 A的隶属函数和非隶属函数；函数πA（x） ＝１ －μA（x） －
vA（x）称为 A的直觉指数，而π（A） ＝ｓｕｐ

x∈U
πA（x）称为 A的直觉度。

显然，当且仅当μA（x） ＋vA（x）≡１时π（A） ＝０。
定理 ４ 设 A∈P（U），λ∈［０，１］ ，则＜λ⊙A，（１ －λ）磑珔A＞∈ＩＦＳ（U）。
证明：由定义 １ 有（λ⊙A）（x） ＋（（１ －λ）磑珔A）（x） ＝（χA（x） ＋χ珔A（x））λ＋（１ －λ）≡１ ，所以由定义 ４ 知

＜λ⊙A，（１ －λ）磑珔A＞∈ＩＦＳ（U） 。
定理 ５（直觉模糊集的基本定理） 设 A∈ＩＦＳ（U）。 则对于任意的λ∈［０，１］
１）λ倡A＝＜λ倡AL，（１ －λ） ＋°AR ＞∈ＩＦＳ（U） ；
２）λ倡°A＝＜λ倡°AL，（１ －λ） ＋AR ＞∈ＩＦＳ（U） ；
３）λ＋A＝＜λ＋AL，（１ －λ）倡°AR ＞∈ＩＦＳ（U） ；
４）λ＋°A＝＜λ＋°AL，（１ －λ）倡AR ＞∈ＩＦＳ（U）。

　　若π（A） ＝０，则π（λ倡A） ＝π（λ倡°A） ＝π（λ＋A） ＝π（λ＋°A） ＝０。
证明：只证明 １）、４），其余类似。 任给 x∈U 和λ∈［０，１］ 。 注意μA（x） ＋vA（x）≤１。
１） 由定义 １、定义 ２知（λ倡AL）（x） ＋（（１ －λ） ＋°AR）（x） ＝（χALλ（x） ＋χAR（１ －λ） ＋（x））λ＋（１ －λ）。

①若μA（x）≥λ或 vA（x） ＞１ －λ，则（λ倡AL）（x） ＋（（１ －λ） ＋°AR）（x） ＝１；
②若μA（x） ＜λ且 vA（x）≤１ －λ，则（λ倡AL）（x） ＋（（１ －λ） ＋°AR）（x） ＝１ －λ≤１。

所以λ倡A∈ＩＦＳ（U）。 若π（A） ＝０ ，则μA（x） ＜λ与 vA（x） ＞１ －λ等价，不会出现情形②，故π（λ倡A） ＝０ 。
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４） 由定义 １、定义 ２知（λ＋°AL）（x） ＋（（１ －λ）倡AR）（x） ＝（χALλ＋（x） ＋χAR１ －λ
（x））（１ －λ） ＋λ。

①若μA（x） ＞λ或 vA（x）≥１ －λ，则（λ＋°AL）（x） ＋（（１ －λ）倡AR）（x） ＝１；
②若μA（x）≤λ且 vA（x） ＜１ －λ，则（λ＋°AL）（x） ＋（（１ －λ）倡AR）（x） ＝λ≤１。 所以λ＋°A∈ＩＦＳ（U）。

若π（A） ＝０ ，则μA（x）≤λ与 vA（x）≥１ －λ等价，不会出现情形②，故π（λ＋°A） ＝０ 。
定义 ５设 A∈ＩＦＳ（U），λ∈［０，１］ 。 直觉模糊集λ倡A、 λ倡°A、λ＋A 、λ＋°A 分别称为 A的λ－截积、强

λ－截积、 λ－截和、强λ－截和。
定义 ６ Ai∈ＩＦＳ（U）（ i∈I）的并与交分别定义为：

∪
i∈I
Ai ＝＜∪

i∈I
AL
i ，∩i∈I

AR
i ＞，∩i∈I

Ai ＝＜∪
i∈I
AL
i ，∩i∈I

AR
i ＞。

定理 ６设 Ai∈ＦＳ（U）（ i∈I）或 Ai∈ＩＦＳ（U）（ i∈I），λ∈［０，１］ ，则：
１）λ倡∪

i∈I
Ai ＝∪i∈I

（λ倡Ai），λ倡∩
i∈I
Ai ＝∩i∈I

（λ倡Ai） ；

２）λ＋∪
i∈I
Ai ＝∪i∈I

（λ＋Ai），λ＋∩
i∈I
Ai ＝∩i∈I

（λ＋Ai）。

３　直觉模糊集的分解定理

定理 ７ （直觉模糊集的并分解定理）任一 A∈ＩＦＳ（U）等于它的所有 λ－截积之并，也等于它的所有强 λ
－截积之并。 即 A＝ ∪

０≤λ≤１
（λ倡A） ＝ ∪

０≤λ≤１
（λ倡°A）。

证明：首先，由定理 ２、定理 ３ 知 AL ＝ ∪
０≤λ≤１

（λ倡AL），AR ＝ ∩
０≤λ≤１

（（１ －λ） ＋°AR） 。 再由定理 ５、定义 ６ 知

∪
０≤λ≤１

（λ倡A） ＝＜ ∪
０≤λ≤１

（λ倡AL）， ∩
０≤λ≤１

（（１ －λ） ＋°AR） ＞＝＜AL，AR ＞＝A 。 其余证明略。

定理 ８ （直觉模糊集的交分解定理） 任一 A∈ＩＦＳ（U）等于它的所有 λ－截和之交，也等于它的所有强 λ
－截和之交。 即 A＝ ∩

０≤λ≤１
（λ＋A） ＝ ∩

０≤λ≤１
（λ＋°A） 。

证明：首先，由定理 ２、定理 ３ 知 AL ＝ ∩
０≤λ≤１

（λ＋AL），AR ＝ ∪
０≤λ≤１

（（１ －λ）倡°AR） 。 再由定理 ５、定义 ６ 知

∩
０≤λ≤１

（λ＋A） ＝＜ ∩
０≤λ≤１

（λ＋AL）， ∪
０≤λ≤１

（（１ －λ）倡°AR） ＞＝＜AL，AR ＞＝A 。 其余证明略。

４　结论

本文给出了直觉模糊集的一对重要的分解定理，它们与模糊集的分解定理是一脉相承的。 定理 ５ 之所
以被称为直觉模糊集的基本定理，是因为它是直觉模糊集分解定理的理论基础，同时也提供了由一个给定直
觉模糊集构造一系列其它直觉模糊集的方法。 这些定理具有一定的理论价值。
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