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摘 要:提出一种多准则方案对偏好程度粗度量的一般方法。构造了一种从参考方案集中获取偏

好规则并用于全体方案排序和优选的方法。将参考方案对应的偏好关系定量分级表示，应用

Rough 粗集理论的近似原理对综合偏好关系进行粗近似以获取基于偏好信息的决策规则。计算实

例表明新方法能充分表示决策者的偏好，有效避免了 LERS 系统产生的规则不一致性。
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解决多准则决策问题即为决策者推荐被选方案中的最佳者，或者将被选方案指派给预定义的类别中，或

者是由好到差排序被选方案。决策者给出偏好信息(隐含着某种偏好模型)是进行多准则决策的前提。

对于选择和排序问题，直接使用粗集方法[1 -3] 的文献还很少见。这是因为，粗集定义的信息表不允许表

示方案之间的偏好二元关系。要处理二元关系， Greco 等提出了基于 PCT (Pairwise Companson Tahle ，成对比

较表)的方法[4] 。在 PCT 上运用不可分辨关系，就可以得出偏好关系的近似及由此近似得到决策规则。但

就处理不一致性问题而言(不一致性指两个方案对在相同的准则下虽然有相同偏好强度但综合偏好不同) , 

不可分辨关系就显得无能为力了，因此，有必要定义一种新的关系来导出决策规则并消除不一致性。本文研

究引人分级优先关系替代 PCT 方法中的不可分辨关系以处理多准则决策的选择和排序问题。

1 PCT 的概念

1. 1 信息表的定义

为了表达 DM 的偏好信息(用成对比较参考行为集的形式) ，下面引人 PCT 系统。

令 A 有限方案集 ，RÇA 参考方案集。

定义信息表 SPCT = 饵， Cu jdl ， Tcu 凡，肘，其中 ，BÇR xR 参考方案的成对比较集，非空 ;C 为描述对

象的准则集。 jdl :决策准则，相应于粗集信息表中的决策属性。 TC = UqecTq ， Tq为 A 上关于准则 q 的有限

二元关系集合，满足't/ (x ， y) ε A xA 关于准则 q 有且只有一个二元关系 EETq;且 card( Tq) ~2 ，即至少应存

在两种以上的偏好关系。已为 A 上的二元关系集 ， 't/ x ， y εA 至多有一个二元关系 t E Tq满足 xty 。若 't/ x ， y

ER ，则有且只有一个二元关系 tε Tq满足 xty ， 即在参考方案集上，只允许每一方案对仅对应一个决策准则

关系。 g:Bx(Cujdl)→TC U Td ， 有 g[(x ， y) ， q] ε Tq ， 't/ (x ， y) ε A xA ,q E C;g[ (x ，外， d] E Tq, 't/ (x ,y )ε 

B。实际上，由于信息表决策准则 d 和条件准则 C 分离 ， SPCT可以视为是一个决策表。

1.2 分组优先关系

假定决策者提供的 A 上方案的成对比较能被表示成分级优先关系: Tq = j p~ , h E Hq I 其中 Hq=|hEZ:11

ε[ -尺 ， rq ] I ,Pq....rq EN , 't/ qEC，且 Z 是分级所用的相关整数 ， N是与准则值相关的实数。 't/ (x ， y)EAx

A ， xP~y ， h >0 表示对于 q 准则来说 ，x 偏好于 y 达 h 度 ; 't/ (x ， y) ε A xA ， xP~y ， h <0 表示对于 q 准则来说 ， X
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非偏好于 y 达 h 度 ;\;f (x ， y) ε A xA ， xP~y ， h =0 表示对于 q 准则来说 ， x 与 y 相似(非对称元差别)。当然，

\;f (x ， y) εA 有 [xp~Y ， h 注0] ∞[yp!y ， k~O] 。显然可推知 ，\;f (x ， y) ，( ω ， Z) ε AxA 且 qEC 时，有 :zP〉且

ωP!z ， k注 h注o ，那么 w ttz 优先的程度不小于Z 比 y 的优先程度， xP~y 且 wP!z ， k运 h运0 ，那么 ω 比 z 不优先

的程度不小于 Z 比 y 的不优先程度。二元关系集 Td也可同理定义，但需要强调的是 ， xP~y 意为 Z 综合偏好

于 y 达 h 度。

由于 qEC 是一条准则，即存在一个函数 Cq :A→R 满足 \;f (x ， y) ε A ， cq(x) 二i!: cq (y) 意为"x 至少和 y-样

好那么为了定义偏好关系 Tq ，需利用函数 kq:R2→R ，其满足下列特性(\;f x ， y ，zEA ， ): Cq(x) >cq(y)∞kq 

[Cq(x) ,Cq(Z)] > kq[cq(y) ， Cq(Z汀， cq(x) > cq(y) ∞kq[cq(z) ,cq(x)] <kq[cq(z) ， cq(y汀， cq(x) =cq(y) ∞ 

kq[cq(x) ,cq(y)] =0 。

函数 kq [cq (功 ， Cq(y) ] 测度了关于准则 q 上 ， x 正优于或负优于 y 的强度，有两种常用的形式[4]: kq[cq 

q (x) 
(x) ,Cq(y) ] =Cq(X) =Cq(y) 内[ Cq (x) , Cq (y) ] =一一一 -1 0 

Cq (y) 

下面定义闰值集合，利用闰值集合确定的 Iq区间集合和偏好强度可以确定方案对的偏好关系。

令 Llq = I 剖， h = - Pq - 1 , - Pq ,"', - 1 , 1 ，… ， Tq ， Tq +ll ， 满足:如果 h <0 ,Ll/ <0 如果 h >0 ,Ll/ > 0; 

对于 \;f h > - Pq -1 , Ll/ > Ll/- 1 。其中 ， Llq 叫 -1=(zr:EXAMq[cq(z) ， cq(y)]|iAqV1=(zfftxJ Kq[cq(z) , cq 

(y) ] I 。当 1 - Pq - 11 = 1 Tq + 11 ，即叫对称时，有 4=-Afo 由此，可以得到 4区间集合:Iq=|AffI ，

Ajpq) ， (AJPqAJPq+1) ，…， (AYIAY) ， (AY ， AY1)| ，其中每一个区间根据具体问题取闭或开。

利用 4区间集合，可以将 kq表示的偏好强度转化为一个具体的二元偏好关系 :kq[cq(x) ， cq(y)] ε( Ll~ , 

Ll~ + 1 )∞xP~y h > 0 , h E Hq ; kq [ Cq (x) , Cq (y) ]ε(4-1 ，叫)∞zP:y

uj1 ， A;) ∞zP:yo 

2 偏好关系的粗近似

h <O ， h ε Hq ; kq [ Cq (x) ,Cq (y) ]ε 

令 Hp=tLHq ， V PEC ， Hp为优先程度集。在实际计算中，根据描述准则集的特点设置吧，常用的设置

策略为:针对每个描述准则分别设置 Hq或针对描述准则集合设置同一个 Hp。给定 x ， YEA ， φ 手 PÇC ， 且 h

ε Hp ， 当且仅当 zP(qy 且λ 二 h ， \;f qEP 日才 ， x 关于准则集 P iE优于 y 达 h 度，记为 Dtp; 当且仅当 xP;'y 且fq~

h , \;f qEP 时 ，x 关于准则集 P 负优于 y 达 h 度，记为 D勺。这样，对于 \;f PÇC ， P =;6 φ 在 A 上有 z 个二元关系

DL和 Dh_pO D:p和 DU满足下列性质:如果(x ， y) εD勺，那么对于 V RÇp ，b.三 h 有 (x ， y) E D: R ; 如果 (x ， y)

εD勺，那么对于 \;f RÇp ， k;::h 有 (x ， y) ε Dk_R 。
考虑一个定义在参考方案集上的 PCT 系统，其中决策准则 Idl 只取 2 个值 S 和 SC. x 不劣于 y 为(耳 ， y)

ε s;x 劣于 y 为 (x ， y) εSC。"不劣于"意为"至少与……一样 o S 是自反的，但不对称，不一定传递。

S 的下近似ps，s 的上近似 PS 分别定义为:e s = U I (Dh
+ D n B) ç s I , P S = n_ I (Dh

+ D n B) 二 Sl 。用
heHp h ε Hp 

DUi丘fEi Sc ，定义为 :ESC=hi4p|(D气pnB)ÇS勺，PSC=htitp l (DUnB);2SC| 。因为 5 和 SC 是用不同的

DU和 D飞来定义的，所以一般情况下 ， Pß =;6 B - PSC而且PSC 手 B-PS。

3 决策规则的产生

给定 PCT，那么其中隐含的偏好信息可以用决策规则的形式描述出来。我们把决策规则分为 4 种形式。

1) D + +决策规则，如果 zDtpy斗xSy 。意为如果至少有一对(切 ，z) ER 满足 ω'Dh+pz W 和 ωSz ，且没有(μ ，

V) ER 满足 uD:pv 和 uSCV ，那么 xDh+py=丰xSy 可称为一条 D + +决策规则。

2)D + 决策规则，如果寸 xD:py=扫SCy 。意为如果至少有一对忡 ， z) εR 满足寸 ωDUz 和 wSC
z , ( u , v) E 

R 满足寸 uDh+pv 和 μSCV ，那么寸 xDh+py=扫SCy 可称为一条 D+_决策规则。

3)D _ +决策规则，如果ì xD:py=丰xSy 0 意为如果至少有一对忡 ， z) εR 满足寸 wDh_pz 和 wSz ， 且没有
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(u ,V) ER 满足， uDh+pv 和 uSCV ，~~么寸 XDh_pY=抓好可称为一条 D _ +决策规则。

4) D __决策规则，如果 XDh_pY=机SCy 0 意为如果至少有一对(切 ， z) εR 满足 ωDUz 和 wSCz ， 且没有仙，

.V) εR 满足 uD:pv 和 uSV ，那么 XDh_pY=相SCy 可称为一条 D 决策规则。

根据以上描述，在所求规则集合中做如下判断， RP可求得最小规则集合。

若不存在任何其他的规则 xDk+Ry=扫Sy 满足 RÇp ，且 k~三 h ， 那么 D + +决策规则 xDh+pY=扫Sy 是最小规

则。若不存在任何其他的规则， xDk+Ry=扫SCy 满足 RÇp ，且 k;;:::.h ， 那么 D+_决策规则寸 xDh+py二丰xSCy 是最

小规则。若不存在任何其他的规则寸 xD与y=扫Sy 满足 RÇp ，且 k~三 h ， 那么 D _ +决策规则寸 xDh_py=扫Sy 是

最小规则。若不存在任何其他的规则 xDk_Ry=亨xSCy 满足 RÇp ，且 k;;:::.h ，那么 D 决策规则 xD~py斗xSCy 是

最小规则。

4 决策规则的应用

我们的目的是求出方案集合中方案间是否满足 S 或 SC o 根据以上定义，已经得到了 S 或 SC 的近似，并

从近似当中提取出了决策规则。这里提出一种将这些决策规则如何应用到方案对上的方法。不妨先令(u ，

V) ε MxM ，且 MCA。设 xD:py=扫Sy 是一条 D + +规则，如果 uDh+pv 成立，那么可确定 uSV 。设寸 xDh+py二丰

xSCy 是一条 D+ 规则，如果寸 uDh+pv 成立，那么可确定 uSCV 0 设， xD~py=扫Sy 是一条 D-_ + 规则，如果寸

uDh_pv 成立，那么可确定 uSV 。设 xD飞py=斗丰抑机Z弘xSCy 是一条 D 规则，如果 uD~pv 成立，那么可确定 uSCV

将这 4 条法则运用到 MxM上，出现 4 种情况，归纳为:①真优先，表示为 uST飞V 当存在至少一条 D + +规

则和(或)至少一条 D_ + 规则表明 uSV 时，且没有 D 规则或 D+ _ 规则表明 uSC俨Cv 时，我们认为(仙u ， V吵)满足

uSTV;②虚优先，表示为 uSFV 当存在至少一条 D 规则和(或)至少一条 D+ 规则表明 uSCV ，且没有 D + + 

规则或 D _ +规则表明 uSV 时，我们认为 (u ， v)满足 uSFV ③矛盾，表示为 uSKV 当存在至少一条 D + +规则和

(或)至少一条 D_ + 规则表明 uSV ，且至少有一条 D+_规则和(或)D __规则表明 uSCV 时，我们认为(u ， v) 满

足 uSKV;④未知，表示为 uSUV :当不存在 D + +规则和(或) D _ +规则表明 uSV ， 也不存在 D 规则和(或)

D+ 规则表明 uSCV 时，我们认为(u ， v) 满足 uSUV 。

定理所有从给定的 SPCT上得到的决策规则应用到 ( u ， v) ε MxM 导出的结果与应用从 SPCT上得到的

最小决策规则导出的结果是相同的。由 Dh+ p和 Dh_p的性质易证得，具体证明过程略。

从定理中可以看出，所有的决策规则都可以用其最小决策规则集合完全的表征，这表明在判明方案时，

仅用最小规则就可以得到满意的结果。

为了求出 A 中方案的排序，我们采用打分的方法。不妨设 xEM ，MÇA 0 令

S++(x) =card( IYEM: 3D++ ^( V) 3D_+=丰xSyl)

S+-(x) =card( Iyε M: 3D++ 八 (V)3D_+=丰ySxl)

S-+(x) =card( IYEM: 3D+_ 八 (V)3D__=丰ySCx I ) 

S - - (x) = card ( 1 y ε M: 3D+ 八 (V)3D__=丰xSCyl)

对于每个xEM ，定义综合分为 :S(x) =S++(x) -S+-(x) +S-+(x) -S--(x) 。对于排序问题 ， S( s) 

值越高越优于其它方案;对于选择问题，使 S(x.)=m缸%EMS(X) 成立的扩便是最终选出的方案。

5 实例

根据文献[5J 提供的乡村供水系统规划实例，被选方案共为 69 个，每个方案由 4 个准则描述，准则呈阵

序偏好(即准则值越大表示方案越差) ，参考方案集合由其中的 6 个被选方案(Al ，且，… ， A6) 组成，专家对参

考方案排序。要求根据专家对参考方案的排序，推导出方案集中的最优者，并对方案集排序。为了使问题易

于说明，我们只取原被选方案的前 20 个，原例中其它不做改动。

前 20 个被选方案为: Var. I_A 、Var.l_B 、 Var. I_C" Var. 2_11 、Var.2_B 、 Var.2_C、 Var.3_A 、 Var.3_B 、 Var. 3 

_C 、 Var.4_A 、Var.4_B 、Var.4_C、 Var.5_A 、Var.5_B 、Var.5_C、Var.6_A 、Var.6_B、Var.6_C 、 Var. 7_A 和 Var.7
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B。其准则值如表 1 所示，参考方案集见表 2。其计算结果如表 3 、表 4 所示。

表 1 方案集

1 A 1 B 1 C 2 A 2 B 2 C 3 A 3 B 3 C 4A 

投 资 q1 253.3 254.99 25 1. 3 255.08 252.64 252.62 273.24 278.6 272. 44 239.52 

维护费 q2 28. 41 28. 58 27.25 29.64 28.9 28.25 30.23 31. 25 28. 89 28. 18 

可靠程度 q3 7. 778 7. 881 7.505 7.131 7.002 6.967 8.343 8.717 8.013 7.387 

距 离 q4 311 311 311 331 331 331 335 335 335 298 

4 B 4 C 5 A 5 B 5 C 6 A 6 B 6 C .-7 A 7 B 

投 资 241.33 239.66 245.11 249.33 246.64 254.44 255.39 252.44 215.52 273.87 

维护费 30.22 27. 86 27.35 26. 78 27.22 27.66 26.46 26.5 38. 08 29.4 

可靠程度 7.266 7.107 7. 603 7.468 7.644 7.52 7.205 7.242 8.53 8.401 

距 离 298 298 249 249 249 354 354 354 379 379 

表 2 参考方案集及其排序

方案 q1 q2 q3 q4 

A1 274.9 29.0 4. 8 358 

A2 292.4 26.6 2.5 390 

A3 264.8 25. 7 8.9 392 

A4 252.6 28.9 7.0 331 

A5 286. 8 26.5 11. 6 421 

A6 290.0 29.4 10.1 393 

A7 293.5 27.4 13.5 408 

排序

7
年

1
d
A

吨
，

3
κ
U

句j

D + +规则

1. XD~ ，l ,q2 1 y=扫Sy

2. XD~q31 ~xSy 

3. XDll.l..3IY=扫马

4. xD~向 2 ， .31 y::::)xSy 

5.xD~ q4 IY习xSy

6. xD1

1q2 .q4 1 Y均每

7. xD1

1 '13.'flIY司xSy
8. XD~ 'J2.q3. q4 1 Y司xSy

D 规则

表 3 最小规则集

D +_规则

9. xD =~.l ,q21 Y中SCy

10. XD=~.31 习xSCy

11. XD=\.l θIY=丰xSCy

12. xD =~q4 1 问xSCy

13. XD=\.2 ，q4 IY司xSCy

14. XD=\.3. q4 IY::::)XScy 

15. , xD I-q~ 1 ::::)XSC 
Y 

16. , xDï;1 =斗sCy

D _ +规则

17. , XDl_lqJI:司xSy

18. , XD2_I'fll ~xSy 

表 4 方案排序结果

方案名称 Var.5-B5C 5-A6-C4I-C C 6B 4-A I-A 6-A I-B 24-BC 2一B 2~ ~C 3~ 7ß 3ß 7~ 

方案得分 31 30 28 17 16 12 10 4 3 -1 -3 -7 -14 -15 -26 -30 -31 -37 

方案排序 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

6 结语

最小规则集合的获取是算法的核心内容，我们不妨用本参考方案集的 LERS 系统[6] 处理所得规则与本

算法的最小规则做比较。

LERS 系统以不可分辨关系为基础计算决策类近似，用 LERS 处理参考方案集合所得规则为:①若关于

q2 ， q4 ， x 与 y 无差别，则 xSy;②若关于 q3 ， x 偏好于 y，则 xSy;③若关于 q3 ， x 强偏好于 y，则 xSy;④若关于 q2 ，

z 强偏好于 y，关于 q3 ， x 与 y 元差别，则 xSy;⑤若关于 q2 ， q3 ， x 弱偏好于 y ，则 xSy;⑥若关于 q2 ， y 偏好于 x ，

关于 q3 ， y 弱偏好于 x ，则 xSy;⑦若关于 q2 ， x 与 y 元差别，关于 q3 ， x 弱偏好于 y ，则 xSy;⑧若关于 q2 ， x 弱偏
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好于 y ，关于 q3 ， x 与 y 无差别，则 xSy;⑨若关于 q3 ，y 偏好于元，则 xSy;⑩若关于 q3 ， y 强偏好于耳，则 xSy; (IJ)

若关于 q2 ，y 强偏好于耳，关于 q3 ， y 与 Z 无差别，则 xSy;ω若关于 q2 ， y 弱偏好于 x ，关于 q3 ， y 弱偏好于 x ，则

xSy;~若关于 q2 ， x 偏好于 y ，关于 q3 ，元弱偏好于 y ，则 xSy;刨若关于 q2 ， x 与 y 元差别，关于 q3 ， y 弱偏好于

x ，则 xSy;的若关于 q2 ， y 弱偏好于 x ，关于 q3 ， x 与 y 元差别，则 xSy。

LERS 的有些规则说明的蕴涵关系与 PCT 表示的含义不一致。比如，规则①说明若关于 q2 和 q4 ， x 与 y

元差别，则 xSy。那么，易知若关于 q2 和 q4 ， x 与 y 无差别或 Z 至少偏好于 y ，则更应得到 xSy 的结论。然而，

PCT 表(表 4) 显示，关于 q2 ，A3 若偏好于 A2 ，关于 q4 ，A3 与 A2 无差别，则 A3SCA2。再如，规则ω，若关于准

则 q2 和 q3 ， y 弱偏好于 x ，那么 xSCy ，但在 PCT 中，关于准则 q2 ，A2 偏好于 Al ，关于准则 q3 ，A2 弱偏好于 Al ，

结果却是 AlSA2。另一种不一致性，即对同一个方案对，应用不同决策规则时导出的方案综合偏好关系不一

致。如规则⑥表明，若关于 q2 ，y 偏好于 x ，关于 q3 ， y 弱偏好于 x ，那么 xSy ，但，规则~却表明，若关于 q2 ， x 偏

好于 y ，关于 q3 ，x 弱偏好于 y ，那么 xSCy! 规则~、刨、~均有此种现象。

以上说明，基于经典粗集理论的规则获取方法直接用于解决多准则决策问题有内在的缺陷，它不能发现

某些不一致性。从计算结果可以看出所有支持最小规则的方案对中，没有出现上述的不一致性，这也说明用

分级优先关系代替不可分辨关系进行粗近似 S 和 SC 获得规则是有效的。
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A Method of Measuring Preference and Deriving Rules 
in MCDM ßased on Rough Sets Theory 
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Abstract: A new method of rough measure of the preference degree between action pairs in MCDM is presented 

based on the Rough Sets theory. The preference degrees of reference action pairs are quantitatively represented by 

the sets of intervals derived from criteria value of reference action. The comprehensive preference relations of the 

reference action pairs are approximated respectively by the upper and the lower sets to derive the preference infor­

mation potential in reference action set in terms of decision rules with no inconsistence found in LRES method. A 

computational study shows 由at this new method achieves significant improvement over the method based on the in­

discemibility relation. 
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