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摘 要:对目前正在研究的系统非线性理论与溃变理论进行了概述。通过对线性进化与非线性进

化的比较，可以发现不连续性和奇异性是非线性整体进化的基本特征。通过把数学模型与其潜在

的物理系统进行结合，正式地引入了在整体进化研究中的溃变概念。基于对非线性模型的分析，给

出了溃变的数学物理学意义和数学特征。
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1 非线性进化的研究背景

不同于古希腊连续性思想逻辑影响，几何学和代数的联姻，获得了基于笛卡儿 (R. Descarte) 的坐标系

统，这样的系统曾经大大地促进了微积分的发展[1]。作为对新理论应用的检验，牛顿( Newton) 的质点力学

得到了明确而有效的简洁表述。伴随微积分的出现，在物理学领域，出现了一些突破，诸如自由落体伽利略

( Galileo)定律的发现，关于星体运动的开普勒( Kepler) 定律的发现等等。因此，科学研究的焦点转移到了去

寻求那些在动力学和运动学之间的定量关系及其这些关系的优化[2] 。即使许多学者曾经在这些领域作出

了很大的贡献，最成功的结果还是应归功于牛顿( Newton) 和莱布尼茨( Leibniz) 。这是因为他们和他们的同

伴们建立微积分的正规化方法。沿着这条历史的线索三体"问题作为在微积分正式诞生之后最早的非线

性进化问题而出现。

在 17 世纪的后半世纪，微分方程的研究成为一个焦点，这是由于解决动力学物理问题的一种需要。这

类物理学问题的研究经常联系着使用微分方程的成功程度。它们是弹性理论和天体运动理论。前者是基于

胡克(H∞ke)定律的研究，后者是基于牛顿(Newton)万有引力定律的研究。

由于非线性问题出现在这些领域的几乎所有角落，作为研究微分方程解析解先驱者之一的伯努里(1.

Bemoulli) ，系统地研究了非线性微分方程。从伯努里时算起，在 300 多年以前，当微积分被正式地建立而没

有得到整体的完成时，微积分学就已经遇到非线性问题研究的"难题"。在一种试图解决这个"难题"的尝试

中，许多特殊方法被引人来降低问题的难度。这些方法可以粗略地划分为下列的课题:线性化方法，稳定性

方法，数值解法，正交展开法，等等问。

基于在非线性科学领域已经得到的成果，现在应该是完整地组织连续性思想逻辑方法系统的时代。学

者们已最终认识到微积分方法是一种基于连续性和规范性的计算系统，而客观世界的现象所表现出的连续

性和规范性仅仅是在一些非常特殊的条件下产生的。同时，不连续性和非规范性及进化现象的存在在客观

世界中却是广泛而普遍的。

微积分是在下列的基本概念上得到发展的[4] 函数，函数的极限，连续性和可微性，适定性。适定性的

概念可以粗略地描述如下:由于技巧方面的原因，大多数微分方程或者微分方程组都不能精确地被解决。
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而这些微分方程或者微分方程组都是寄希望于解释一些自然现象或产生于一些工程问题。因此，对于微分

方程解的存在性，唯一性和稳定性的研究就变得极端重要。这样，适定性的问题被定义如下:对于一个给定

的微分方程或微分方程组，如果它的解满足存在性，唯一性和稳定性条件，那么，原微分方程(组)被称做是

适定的。否则，称其为非适定的。

通常见到的微分方程能被写作如下的形式:

U =f(t ,u) 、
‘
，J

··A 
-

I J
，
‘
、

或

o,u =g(t ， u ， θ%u) (1.2) 

这里 ， u 是一个 n X 1 维的未知函数矩阵 J(t ， u) 是人 U 的 n X 1 维矩阵函数 ， g(t ,u , o%u) 是 t ， u ， 和

o%u 的 n X 1 维矩阵函数，其中的 θu 是一个整体的输人项。在这里，
d~ dX 

果矩阵r和 g 包含 U 或者 U 和 θ%u 的非线性项，那么，它们分别被称为非线性常微分方程和非线性偏微分方

程。

因为一般非线性方程的解仅仅在一个有限的时间区间内是连续的，局部存在定理不能用于确保非线性

方程的总体解的存在性[5] 。为了使非线性方程( 1.1)的解存在且唯一，未知函数 U 必须满足里普希茨( Lips­

chitz) 条件。

当考虑微积分系统是否可以真正地解决实际生活问题时，就会出现稳定性问题。这样的问题首先出现

在 Newton 和 Euler 关于天体运动的研究工作中，在这些工作中遇到了摄动问题。尔后，这个问题实用的解首

先由拉格朗日(Lagr皿ge) 和拉普拉斯( Laplace)所提出。在Lagrange 工作的基础上，庞加莱( Poincare)更进一

步丰富了能量准则井为李亚普诺夫( Lyapunov)建立他的一般稳定性理论奠定了基础。

微分方程的适定性必须满足存在性、唯一性、稳定性的所有三个条件。对于非线性微分方程组般非

常难同时满足这些条件。因此，非线性问题就不能考虑适定性和以前对适定性系统所研究得到的所有解析

方法。而应该应用判别准则把非线性问题引人到非适定性系统(非线性系统)的研究领域中。

另外一个问题是奇异性，这是在考虑非线性问题时广泛面临的问题。一般地，奇异性可以分为两类:一

类是除了最高阶导数项的系数，导数和原函数项的至少一个其它他的系数在一个点或若干点处发生溃变，另

一类是初始值条件或者边界值条件是不连续的。其一般形式可以写成如下的表达式:

xau =A(x ,u)u+B(x) (1. 3) 

这里 ， u 是一个 n X 1 维矩阵 ， A(x ， u) 和 B(x)分别是一个 π Xn 维矩阵和一个 n X 1 维矩阵，且 u = 堂。

第二类的奇异性包含着这样的一些微分方程，其解具有奇异性。一般地，这类特异性主要出现在非线性

微分方程的解中。

自从 Newton 时代以来，许多物理的问题和应用问题都归结为求解同样的非线性微分方程。这就是现在

为什么形成了具有独立的研究领域的被称为"非线性科学"学科存在的原因。

为了避免长达 3∞多年的那种科学与数学结合迷惑的困难，我们将着眼于引人了关于时间和空间观念

的非线性微分方程。从而，我们将能够看见井且理解非线性性的数学特征和物理特征，而不是象以前那样所
不能办到的[6] 。

2 线性进化和非线性进化的进化特征

当所有非线性微分方程被视为具有时间观念或具有时空观念的进化问题时，我们就能够比较线性进化

方程和非线性进化方程之间的进化特征。当然，我们这里所讲的非线性方程是指那些不能通过使用变量化

简的方法而转变为线性方程的那些方程。

例 1 方程

dx dx 2 

dt -, dt -

的通解分别由如下的表达式结出:
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x = Ae'. x = -.) -
B +t 

这里 z 代表我们感兴趣的物理量 ， t 表示时间。

3 

(2. 1) 

其中的 A 和 B 为积分常量。明显地，第一个解对所有的比( -∞，∞)是连续的。而如果 B>O ，则第二

个解关于时间连续地趋于零。否则，如果 B<O ， x 就是关于时间呈现出一种不连续性。

例 2 伯努里( Bemoulli)方程

y +!(t )y +g(t )yß =0 (n# l) 

的通解被给出如下

y = (2.2) 
C + I (n - 1) g( t) eF dt 

这里的 C 是一个积分常数 ， F= j(n-l)只忡。

如果 π =2J(t) = α 和 g(t) =β 都是常数，则不连续性就发生在 t=tb=il副主 l 。如果 n =3内) =2t 
α l..α 

和 g( t) = 2旷，那么，解 y 的不连续性就发生在 t 满足如下表达式的情形。

-÷α - at2 + Ce
2,2 =0 

例 3 一般的黎卡提( Riccati)方程

y =!(t)l +g(t )y +h(t) 

能够被解析地求解。特殊的 Riccati 方程

的一般解是

y=l+3y-4 

1 -4Ce5
' 

y =. ~ ~ 1 + Ce卫

如果积分常数 C<O，这个解是不连续的。

Riccati 方程

的一般解由如下表达式结出

C +bt , 

C 
1 + aCt' 

y =al-b =0 

若 α=0

若 b =0 

Y=~f .rab + b tanh Mt 其 ab >0 
.rab + a coth .rabt ' 

Cr-石b+btanh~t ...... 
.若ab <0 

r--;;b +a ∞出~t'
因此，除情况 α=0 外，这个解 y 是不连续的。

即使我们的上述的例子都是关于常微分方程的，然而，对于非线性微分时间和空间进化方程的系统，类

似的结论仍然成立。总结上述的例子，我们能观察到下述结论:

1)一个对于时间连续进化的线性进化方程的解，是对初值和初始状态进行扩张的一个上下起伏的进

化。而非线性进化方程的解，并非在特殊的条件下，包含着关于时间的不连续进化，反映出非初值化的进化

和"生与死"变迁型的跃变。

2) 线性化不是非线性的近似。

3) 微积分是建立在连续性与可微性假设上的一套规范化的数学方法。因此，所有建立在微积分基础上

的方法和理论就必然也受这些假设限制的影响。

4) 所有求解非线性进化方程的方法，诸如数值解法，各种各样的近似解法如级数展开法等等的方法，都

将面临下列问题的其中一个:①"爆发性"的产生或者消失;②产生误差值计算的陷阱;③原始问题的不连

续性和奇异性被消除或者被丢失，这样作为结果而产生的结论确实与原来问题没有关系。
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例 4 我们来考察谱方法与数值方法的比较问题，考虑下列的拟线性对流方程的初值问题:

(川u_ =0 

U(O ,x) = - sm x 
(2.3) 

该方程的解由

U = - sin (x - ut) (2.4) 

或

(2.5) 

给出。

方程 (2.4) 和 (2.5)表示了速度和行波特征曲线的关于时间的所有变化。现在，对方程(2.3) 运用傅立

叶(Fourier) 级数展开法。给出

其中

现在，运用分部积分法导出

把方程(2.5)代人方程(2.8)得

- u ( t , x ) = I. u n ( t) sin 

U (t)=-L「 u(tJ)sin nz dz 
'IT J-节

以 t) =-丰L""c…出

un (t) = 江…(卜叫)叫句
利用贝塞尔( Bessel) 函数，可以得到

现在，根据递推公式

可以得到

通过比较方程(2. 12) 和 (2.9)得

Jn(z)=irm(呼- zsin ç) d ç 
τTJU 

人 (z) =主[1n + l (z) +1n _ l (z) ] 

人 (z) = ...E.... Ccosn( nÇ -zsinç)cosç dÇ 
n 'IT JU 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2. 10) 

(2. 11) 

(2. 12) 

2]n(nt) 
un(t) =一百一 (2. 13) 

因此，可以得到方程(2.3) 的级数解如下:

u= -2 至 (nt) -11n(nt)sin nx (2.14) 

实际上，道格拉斯( Dauglas) 曾经用如下的特征曲线的方法获得了方程(2.3) 的解:

cos x 
uz=-77一一 (2. 15) 

1 - tcos x 

因此，当 t = t b = 卒，方程(2 咀现奇异性。
如果对方程(2.3)直接运用数值积分方法求解，不仅会出现解的多重性问题，而且会出现激烈转折点。

而建立在谱分解基础上级数解的结果中，既不包含解的多重性问题，也会出现激烈转折点，即，具有非奇异

性。这就是为什么不具有任何光滑性质的积分会引起计算的不稳定性即奇异性的原因。如果引人光滑性质

而不是对最终结果解进行光滑处理，则会出现致使所有扰动的干涉更加调和。另一方面，使用级数展开的一

系列方法的后果，或者说，斯图姆-刘维尔 (Stunn - Lioville)定理的核心，是消除所有奇异性。因此，元论是

数值解还是积分解全都不能正确地反映非线性进化的全部特征。
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3 溃变理论的建立

基于上述的讨论，在本节中，我们将考察整体进化并且指出奇异性和不连续性是非线性进化的基本特

征。从而，正式地引人溃变理论。然后，研究了渍变理论的数学物理意义和数学特征。

3. 1 关于整体进化

在自然界和人类社会中所存在的整体进化现象中，不连续性有许多不同的表现方式，诸如流体的收敛和

发散;旋涡流;水的飞溅;侧流，喷射流，天气云和雨的进化;化学反应中所出现的燃烧和爆炸;生命进化中

的诞生和死亡;人口的出现和消失;宇宙微粒的产生和差异;一种自由社会的经济危机;证券市场价格的升

高和下降，等等，这些正是日常能观察到的一些不连续现象和变迁性的跃变。这就是说，在客观的进化中出

现的连续性和可微性是-些简单的特殊的情形，而与其相关的情形是带有不连续性的更普遍而广泛的客观

存在的情况[4] 。由于自然规律的决定，使所有事物都要经过增长阶段井走向消亡，所有的人不得不出生并

走向死亡，客观世界中的事物具有这样的共性。又由于非线性进化方程具有作为其基本特征的不连续性和

奇异的改变性，建立溃变理论的一种数学物理的基础便具有了坚实的土壤。在这样的一种理论中，不连续性

和奇异性转变将根植于物理的系统变化现实性之中，这种物理的系统变化是借助于非线性数学进化模型川
的奇异问题形式。

3.2 渍变理论的数学物理意义

客观问题和事件的颠倒反转和变迁性跃变总是预测科学中的一个公开的中心而极端困难的问题。一个

对于线性系统相对地比较更成熟理论被认为是缺乏对未来不连续性转变的预言能力。用非线性进化模型的

术语来讲，他们反映着旧结构的破坏性，这种破坏性自同构于整体进化的初始值和不连续性变迁性跃变。他

们的形式能被用来描述客观事物不连续性变迁性跃变的现实性。为了既反映数学非线性方程的整体进化的

奇异转变特征，又反映人们在现实世界中所广泛见到的事物客观进化中新结构对旧结构的取代，为了研究不

连续性，变迁性跃变以及颠倒反转进化，引人溃变概念如下:

如果非线性方程

(u4(tJ) (3. 1) 
U I ，:句= Uo 

的柯西(Cauchy) 问题在区间比 (to ， tb ) 上有一个解 u ， to < +∞，且当 t→tb时，下式成立

limlul = +∞ (3.2) 
~-Ib 

那么 ， u = u ( t ; to , Uo ) 叫做是一个溃变解;或者称这个解所相应的运动产生溃变。

这里 U 是状态变量的一个川维的矩阵 ， f(t ， u) 是 t 和 U 函数的 n X 1 维矩阵 ， t 是时间变量，平=堂
在这个定义中，我们已假定方程组 (3. 1)是对所解释的物理系统的真实描述。因此，方程(3.2) 意味着

数学模型在 t = tb处溃变，同时在 t = tb所解释的物理系统经历一个变迁'性跃变(溃变)。

至于具有时间和空间两个独立变量的非线性方程，溃变的概念可以类似地被定义。有所区别的是溃变

可能发生在某些状态变量的导数上。如果时间空间进化方程被写作为

θ，u=g(t ， u ， ðzu) (3.3) 

其中 U 是状态变量的一个 n X 1 维的矩阵 ，g(t ， u ， ðzu) 是 t ， u 和 ιu 的函数的 n X 1 维矩阵，矶和 ι，分

。
别表示微分算子一和一。假定初始(或者边界)条件是

ðt 
... 

ð.比

u(to ,x) =uo(x) (3.4) 

那么，当解 u = u ( t , X; to , U o )或者 Uz =uz(t ,x;to ， u o ) 在 t E [ to ， t b ) 连续变化时，当 t→ tb 时，下列的表达

式成立

或者

lim I u I = +∞ (3.5) 
6• '0 

limluzl = +∞ (3.6) 
Z•'0 

那么 ， u 或 u% 都能被叫做是溃变解，如果由方程(3. 3) 和 (3.4) 所形成的边值问题，真实地描述在 t = t b 
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时刻的一个物理系统，则这个物理系统经历一个变迁性跃变(溃变)。在本文的其余部分，我们总假定这种假

设成立。

现在，我们可以把所有的溃变分成两类:变迁性溃变和非变迁性溃变。一个溃变称为是变迁性的，如果

在奇异时刻 t = tb 的前和后都有进化的爆发性成长(或衰败)发生。否则，它是非变迁性的。
3.3 非线性溃变:溃变理论的一个数学特征

让我们来考察如下的自治方程，

U =aO +a)u + … +an-IUn-I+ 旷 (3.7)

其中 U 是状态变量。即使它的解析解不能确切地被找到，它的溃变性质可以通过定性的手段来研究。

在实数域，方程(3.7) 可以写成

u = F = (u - u) ) PI … (u-u,)P'(u2 +b)U+C))91 … (u2 +bmu +cm )9m (3.8) 

其中 ，Pi 和 qj' i=I ,2 ,... ,T , j=1 ,2 ,... ， m ， 全部是正整数 ， n = 主Pi+ 在号，1:;. =可 -4巧， j=1 ， 2 ，...，

m。不失一般性，我们假定 u) ~ u2 ~ u3 ~ .. . ~ u, ， 这样，方程(3.8)解的溃变性质可以由下述的定理给出。

定理 方程(3.8)所给出的初值问题的解包含溃变的条件由如下给出

1) 当屿，( i = 1 ,2 ,. . . ，。不存在，即 F=O 没有任何实根;且

2) 如果 F=O 有实根屿 ， i=I ， 2 ，... , r 

(α) 当 n 是偶数时，如果 u>问，那么 U 包含溃变;当 u<矶，解不存在。

(b) 当 n 是奇数时，无论是 u>叫或者是 u<矶，溃变总存在。

证明: 1。如果 F=O 没有任何实数解，方程(3.8)变成

u = (u2 + b) u + C)) ql … (u2 + bmu (3.9) 

由表达式归刊表明 η = u2 + bju + Cj可以取得它的绝对最小值 αj=士问 _ bj2 ) 。因此，对方程(3.9)

可以有如下的估计:

由ßo( u2 + b)u +C)) 甜。(u + ; b))2 > 。

其中 ， ßo = α1「1·α;2…αr。如此知 ， u 是一个单调增函数。求解方程(3.10) 得到

I _ Un 
u~ --二b. +-'----"--

2-"I-uoβ'ot 

其中 Uo 是初始值。当 t→t ， = _1_ 时 ， u→∞·因此 ， u 包含溃变。从而，表述 1) 为真。b - Uoβ0 
2。如果 F=O 有实数解屿 ， i=I ， 2 ，... ， r ，那么，我们有

(a) 当 n 是偶数时，由于 q=2Eq是偶数 ，p=2写Pi也是偶数。如果 u >U)或者 u < u" 则成立

(3.10) 

(3. 11) 

u>O (3.12) 

因此 ， u 是一个单调增函数，这与事实 u <u，矛盾。所以，当 u < u，时，不存在任何解 u。下面，我们证明

当 u >u)时，方程的解包含溃变。由 u) ~U2~U3~ … ~u，可知，方程(3.8)有如下的估计:

u~β) (u - u1 )P 

其中 β=α11·1·α;2…αro 求解这个不等式得

(3.13 ) 

u~u) +~-， 1 (3.14) 
"V' - [Ao + (p -1)β) t] 

这里 A。是积分常数。这就是说，在一定条件下，方程(3.14 )就呈现溃变。

(b) 当 n 是奇数时，由于 q 是偶数，所以 p 必然是奇数。因此，当 u> 问，有方程(3.12) 。这就是说，我

们有如下关系式:

u~β) (u -U1 )P >0 

解这个不等式并选择方程(3. 14) 的.. +"分支。因此 ， u 包含溃变。

当 u <u，时，我们有

(3. 15) 
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u<O 

因此 ， u 是一个单调减函数并且有如下的估计

u~βI (U-l品.)P <0 

解这个不等式并取"分支就得到

U::::::U. -
飞 T P":)'_ [Ao + (p习辰;tJ

因此 ， U 包含溃变。从而定理中的表述 2)成立。证明完毕。
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Characteristics of Nonlinear Evolutions 
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(Department of Mathematics , Slippery Rock Unniversity Slipery Rock , PA 16057 , USA) 

Abstract: In this paper , our current studies on nonlinearity and blown - ups are summarized. 白lroUgh comparing 

linear and nonlinear evolutions , it is observed 出at discontinuities and singularities are the fundamental characteris­

tics of nonlinear whole evolutions. By combining mathematical models and the underlying physical systems ，也e

concept of blown - ups is formally introduced for the study of whole evolutions. Based on analysis of nonlinear mod­

els , mathematical physics meanings and mathematical characters of blown - ups are provided. 
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