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复解析子波的一种简单构造方法

袁晓，王晨达
(空军工程大学工程学院，陕西西安 710038) 

摘 要:首先讨论并给出复解析子波构造条件，在综合 Bubble 子波和超高斯谱子波构造基础上，提

出一类新的复解析子波函数，该类子波在频域具有简明的解析表达式，然后从频域和时域两方面对

新的子波性能进行了研究。根据本文的构造方法，调整少量的几个精合性较弱的控制参量，可得到

许多具有不同性能的子波函数。
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在信号分析和处理领域，一个经久不衰和引人入胜的课题是，从一个(实〉信号中测定和分析其幅度与相

位[1~4] 。一般说来，这个问题存在许多解法[1] ，但最根本的一点却是相同的，即由原信号生成或定义一个(线

性)解析信号。解析信号在通讯、广播、地震勘探、雷达和测量等实际系统中是一个重要的概念;同时解析信号

也是信号分析的有效工具C卜。。幅度和瞬时频率描述和刻画信号的局部行为特征，也关联着如象 Wigner

飞rille 分布和其它众多的 Choen 类分布的局域矩性质[飞特别是在多成份信号(如象揣流、语音和混沌等信

号)分析中，瞬时频率和相位提取、处理更具有实际的应用价值。

对于信号的解析分析，最常用的方法是采用 Hilbert 变换 (HT)将原信号变换成解析信号[5~门。 HT 方法

对窄带信号的解析分析是十分有效的，但对时变宽带信号则存在一些固有缺陷ELM1 ，如用 HT 方法提取语

音信号包络将产生不光滑的毛刺[飞为克服 HT 方法的缺陷，文献[lJ中提出了同态解析分析方法;文献[7 ，

9J提出了复解析子波变换 (CAWT)方法，该方法在保留 HT 方法的精华同时，又融合进子波分析的优

势也川l]oCAWT 方法的一个关键问题是如何构造适当的复解析子波函数以满足不同性能信号的解析分析。

1 实信号的复解析子波分析

I. l 线性解析信号

假设 s (t)是一个广义的信号，其频谱(即 Fourier 变换 )8(ω〉可写成正频和负频两部分之和

8(ω) = U(ω)8(ω) 十 U(一 ω)8(ω〉

式中 U( • )是单位阶跃函数。上式在时域的等价形式为[1]

(1) 

叫f)=iLckt) 十 ii (t) J 十~ [s(t) - ii (t)J (2) 2 L-- ,- , , -.. '-'..J , 2 

式中 kt)是 s(峭 Hilbert 变换。因此在时域信号被分解成两部分:解析项(analyωerm哇[s(卅i i (t) J和

反解析项 (antlanalytic term) ~ [s(t) 一ikt)〕。一般情况下，这两部分是不相同的，但如果 s (t)是实的，即 s(t)
2 

=s ,. (t) ， 则频谱满足 Hermitian 关系 :8，.(一 ω)=8，~ (叫，此时式 (2)右边的两项中必有一项是冗余的。如果反

解析成分是共辄的，其频谱是解析项的反转和共辄，则两项之和就形成一个线性信号【1]

S~(t): = S，. (t) 十 ii ，. (t) = A(t)exp(iB (t)) (3) 

式中 A Ct): = IS~ Ct) 1 定义为信号幅度，相位。t 的导数定义为信号的瞬时角频率 βCt) ，即
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ß<t): = d8(t)/dt = 8' (t) (4) 

1.2 复解析子波分析

采用子波方法对实信号 s，.(t)进行线性解析分析，在尺度 a(>O)下的线性解析形式定义为

主~:(a , t): = S ，. (t) 铃 'lJl'a (t) (5) 

式中子波 Va(t)=a tqT(t/a) ，因此母函数矶。，除满足允许性条件外，还必须是解析的，即满足解析条件

{:ω= 户。 +iyt)
?, (f)zqT, (t):z iqr, (t) 

r'lJl' (ω) = 2 '1J1'r(w)U(ω) 

在频域等价为 <
l 'IJI', (ω) = sgn['IJI'，. (ω)J 

此时幅度和相位(在尺度 G 下)函数分别为i 州川川tο川)
I!s几叭r沃(tωtο) 养飞ψ叹P眨;a (οω tο ) 

。(ω ，[) = arctanl 
\ Sr ([)头 'lJl'ra (t) 

Morlet 母波 'lJl'M(t)是最常用到的复解析母波函数，其严格定义由下式给出

当 ω。二三 5 时可近似表示为

'IJI' M (t) :π1/4 (e- lWO' _ e-，"~12)e- ，z 

i「r轧M…叫 2旭
企如M川(ω)问坷 /♂玄t沪川/凡14e、E 与旦d1兰f 

'ffM (t)是地球物理过程和流体揣流分析研究中经常使用的母波函数，但无论 ω。

取大取小都不严格满足解析条件式(6) 0 Morelet 母波频谱如图 1 所示。虽然'lJl'M (t) 

严格满足允许性条件，即'lJl'M(O) =0 ，但总是存在负频成分，即有'lJl'M(ω)1ω。#0 。

2 一类复解析子波函数的构造及性能研究

(6a) 

(6b) 

(7) 

加才\

图 1 Mor\et 母波频i曾因

为能准确定位和检测实信号的奇异特征，以及不失真地重构原信号，对复解析母波 'IJI' (t)仅仅要求满足

允许性条件和解析条件是不够的，通常还要求 'IJI'(t)是线性相位或广义线性相位[121 ，最理想的情况是满足零

相位条件，即 arg[ 'IJI' (ω)J = 0 (8a) 

结合式 (6b)推知 'IJI'，. (t)是实偶函数， 'IJI'; (t)是实奇函数，即在时域有

iv(-t)=vU 
(8b) 

飞'IJI'， (一 tο) =一哇ψÍ';(οt)

根据解析条件和零相位条件，仿照 Mexico 帽(或 Bubble)母波[1 1. 14]和基于超高斯谱子波[斗的构造方法，

可立即写出一类复解析母波函数频谱为

i'::. I A -lwkexp( 一 α| 旦|川) ω 二三 O
'IJI' (ω): = ~ (9) 

lOω<0 

式中 A·=i「dup(一α| 旦|川)dω ， α 和 σ 为谱形状控制常量。 m 控制企(ω)高频段的滚降性能，在时域
πJ 0 σ 

等价为 'IJI' (t)的局城化特a性。 k>O 控制着母波 'lJl'Ct)振荡性能。 k=m=2 时，对应的就是复解析 Bubble 母波

函数[l1 J 。

2. 1 频域特性分析

式 (9)给出的全(ω)只有一个极大峰值点，对应的峰值角频率
I k \ 11m 

αλ1-1σ 
1mαl 

(1 0) 
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取 m=3.5 ，α= ln2~0. 69315 和 σ=π，则 ωp~k 曲线以及对应的 3dB 带宽 W础=的一ωl 曲线如图 2a 所示，

其中 ωh 和 ωi 分别表示'1"(ω)的上限和下限截止角频率，其大于由方程(11)的解决定。

wkexp ( 一 α| 手|才=去你xp ( 一 αI :; 1 m ) ω>0 0 1> 

设变量 x=(ω/的沪，贝ù方程(11)可简化为 r一lnx=l十 (m/2k)ln2 x>O 

该方程是一个超越方程，但可判断存在两个根 xl<l 和 xh>l ，并且 XI 和 Xh 仅与参量 m 和 k 有关，从而可写

l l l l I b \ 11m 
W 3dB = ωh 一 ω (X;'fl- xjfl)ω (xh'- xj") 1 二一|

1mαl 
出带宽的表达式为 (2) 

可见 W础ccσ，即带宽可由形状参量 σ 独立控制。

众所周知，子波变换时频窗口的自适应特性相当于恒品质因数 Q 滤波技术，子披相当于一个恒 Q 带通

滤波器，因此 Q 值是一个重要的性能指标。实际上，式 (9) 中的参量 α、 σ 、m 和 h 时'1"(ω〉的影响都可归结到用

品质因素 Q 来综合刻画:

Q:JLZ 寸土1 = Q(m ,k) 
H3dB ZF-zF 

该式表明 Q 仅由 m 和走所决定，而与 α 和 σ 元关。品

质因数曲线如图 2(b)所示。从该图看出，当 m 固定时，

Q 随是增加而升高;当 h 固定时，Q 随 m 增加而提高。

2.2 频谱与时域波形

(1 3) 
2π 

0 
1 10 

K 
100 

(a)峰值角频率与带宽 (b)品质因素因线

图 2 解析母波的频域特性参量是在频域控制着'1" (ω) 的性能指标 ωp 、W旧

和 Q，在时域则表现为对 ψ(t) ， 波形的振荡性能控制。取 α=ln2 ，

σ=π和 m=3.5 ， 对应的频谱'1" (ω) 和时域'1"(t)波形如图 3 所示。

从该图看出，随走的增加 ，'1" (t) 的支撑区间变化不大，这是由于参

量 m 和 α、 σ 固定的缘故，因此，从直观上可得出结论:参量 h 的主

要作用是控制时域'1"(t)波形的振荡性能，随 h 的增加， '1" (t)的振

荡变得愈来愈强烈。

对于 Morlet 母波'1"M ([) ，当 ω。 =5.0 时，可用图 3 中 k=8.0

时所对应的母波'1"(t)来充分逼近。

从式(10) 、 (11)和(1 2) 以及图 2(b)直观地看出，参量 m 对母

波频域特性的控制作用比起参量是来说，似乎更为复杂，但从定义

式 (9)可看出参量 m 主要作用是控制'1"(ω)的滚降性能，因此在时

域表现为对 '1" (t)波形的局域化特征控制。

取 α=ln2 ， σ=π 和是 =2.0 ，当 m=2.0 、 4.0 和 6.0

时，对应的频谱'1"(ω)和时域 '1" (t)波形如图 4 所示。从

该图可看出参量 m 对母波时、频局域化特征的强有力

控制作用。当 m=是=2.0 时，对应的就是复 Bubble 母

波ElIU 其实部就是有名的墨西哥帽子波。

3 结束语

本文给出了复解析子波的→种简单构造方法，该

方法的特点有:

巴
二1
2…图 3 解析母波的频i曾与时域波形

。1~
川剧 4

JlJγl 
。

(1)频域，母披频谱'1" (ω)具有简明的解析表达
图 4 解析母波的频谱和时域波形 (α=ln2 ， σ=π 和 k=2.0)

式。

(2)新子被时、频特性可用四个参量灵活地控制参量 α 和 σ 主要是控制'1"(ω)的带宽和峰值角频率，而与
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品质因素无关，其实 α 和 σ 可归并成一个参量 ωα一11mσ，并且有的∞ω ，W础∞ω，因此我们可称 ω(或 α 与

σ)为带宽控制参量。

参量 k 主要作用在时域表现为对 1[I' (t)波形振蔼性强有力的控制，因此我们可称是为振荡性参量;

参量 m 在频域主要表现为对1[1'(ω)滚降性能的控制，而对峰值角频率控制很弱，ωp∞m训'飞在时域表现

为对 1[I' (t)波形衰减速度的控制，也即 m 主要关联着 1[I' (t)的消失矩性质。

(3)调整参量 α、 σ、是和 m 可得到许多不同性能的母波函数，一些经典的母波函数可归结为本文新母波

类中的一个特例。例如当是=m=2 时，得到墨西哥帽母波和 Bubble 母波 ;Morlet 母波也可用本文方法来充

分逼近;当是=0 时，就得到超高斯谱尺度函数(亦称父函数)。
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A Simple Method of Constructing Complex Analytic 飞布avelets

YUN A Xiao , W ANG Sheng-da 

(The Engineering Institute , AFEU. , Xi'an 710038 , China) 

Abstract: A novel class of complex analytic wavelet functions , the wavelet having simple and explicit ana­

lytic expression in frequency domain , is presented based on the method of constructing Bubble wavelet and 

super-Gaussian spectrum wavelet. Firstly , the conditions of constructing complex analytic wavelets are dis­

cussed ,and then the performance of the new wavelets is studied in frequency domain and time domain. Ac­

cording to the method of constructing wavelets , discussed in this paper , a number of complex analytic 

wavelet functions with different charact巳 ristics can be obtained through adjusting a few of control param。

ters with loose coupling. 

Key words: analytic signals; construction of wavelet; time-frequency characteristics; quality factor 


