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灰色二阶预测模型建模方法的改进

王端民， 张莲生
〈空军工程大学工程学院，陕西西安 710038)

摘 要z灰色二阶预测模型，既能反映系统的趋势性变化特征，又能反映系统的周期性变化特征，因

而具有很大的应用价值。然而建立模型的传统方法所采用的近似处理，使得模型精度低，极大地妨

碍了该模型的应用。针对灰色预测模型建模方法的这些不足之处，提出并证明了建立灰色二阶预测

模型的改进方法，并通过一个例子对该模型进行了验证.
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灰色预测模型能够根据少量信息进行计算和推测，因而在人口、经济、生态、农业、医学、工程技术、气象、

水文和减灾等许多部门得到广泛的应用E飞然而传统的建模方法存在许多问题，如文献[2J证明灰色预测模

型的累加生成方法使得越旧的数据在建模过程中权重越大，而且存在着使原来不具有指数规律的数据建成

具有指数规律的模型的原理性误差。文献[3J指出传统建模方法得到的灰色预测模型随计算零点、序列长度、

累加次数的不同而预测结果不同，文献[4J证明当参数a 的绝对值较小时，传统建模方法产生较大的误差。针

对这些问题，文献[5J提出了改进的 GMC1，l)模型建模方法，精度较高，但 GMC1，l)模型不能反映系统参数

的周期性变化规律。灰色二阶预测模型，即 GM(2，1)模型[旬，既能反映系统的趋势性变化特征，又能反映系

统的周期性变化特征，因而具有很大的应用价值。然而建立GM(2，1)模型的传统方法固不仅计算量大，而且

建模过程中获取导数信号不得已采取的插值近似处理，使得模型精度低[气不能很好地反映系统的变化特

征，因而极大地妨碍了它的应用。本文针对这一问题，研究出一种建立 GM(2 ， 1 模型的改进方法，既先建立

系统的二阶差分方程模型，再导出 GM(2，1)模型。该方法不仅计算量小，而且建模精度高。

1 建立 GM(2 ， 1)模型的改进方法

设原始数据列为 z

t: t 1' t z, …… ,t" 
X(t) :X1' X z, …… ,X" 

其中 t;+l - t 1 = D. t = 1 , 2 ,".…• ,n 

则建立 GM(2，1)模型的改进算法如下 z

1.1 建立系统的二阶差分模型

Xk αXk-1 + 卢Xk-2 + γ ， k = 3, 4,…… ,n 
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则根据最小二乘法估计参数 α ， ß ， r 有 :(J=(X'X) 一1X'Y
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于是有 Xi = aXi-l + ßXi-Z + "/, k = 3, 4 ,…… ,n 

1.2 再由二阶量分模型确定 GM(2，1)模型的形式

(1)若 a=2β=-1 则 X(t) =CltZ+CZt+C3 

(2)若 a+ß=l 且卢*-1 则 X(t)=Cle"十czt十C3

(3)若，}十4卢=0 且卢*-1 则 X(t) = (Cl +cZ)te"+C3 

(4)若，}+4卢>0 则 X(t) =Cle'l,+C2e'Z,+C3 

(5)若，}+4卢<0 则 x(t)=e气clcosbt+czsinbt) +Cs 

(6)若，}+4β>0 且 a- -J{j平苟<0 或 aZ+4ß<0 且 α<0，则非 GM(2，1)模型上述模型中的参数 Cl>

Cz ， C3 汀， rl , rZ ,a ， b 均为待估的模型参数

1. 3 估计模型参融

(1)对于模型 x(t) =CltZ+CZt+C3 
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则根据最小二乘法估计参数 ClO CZ ， C3 有 c= (T'T) -lTrX 

(2)对于模型 X(t)=Cle"+Czt十C3 ,r= [In(a-1) J/ ~或 r= [ln(一β)J/~
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则根据最小二乘法估计参数 Cl ， CZ ， C3 有 C= (TrT) -lTrX 

(3)对于模型 x(t) = (Cl +C2)te"+C3 ,r= [ln(a/2) J/6.或 r= [ln(-ß)J/2~
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则根据最小乘法估计参数 Cl ,C2 ， C3 有 C= (TrT) -lTrx 

(4)对于模型 x(t) =Cle'1'+CZe'Z'+C3 
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则根据最小二乘法估计参数 Cl ， C2 ， C3 有 C= (TrT) -lTrx 

(5)对于模型 x(t) = e"'(clcosbt+czsinbt) +C3 ,a= [ln( -ß)J/2~ ， b=α/(2- -J"=声)
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则根据最小二乘法估计参数 ClO C2 ， C3 有 C= (TrT) -lTrx 

2 改进建模方法的证明

对改进方法的证明实质上就是要证明由二阶差分方程模型参数及原始数据列能唯一决定 GM(2 ，1)模

型的形式及其参数。
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2.1 GM(2 ，1)模型的函数形式

GM(2，1)模型系二阶常系数线性微分方程模型，其函数表达式有以下五种形式z

①抖。=Clt2+C2t+C3

②X(t)=Cl♂+C2t+C3 

( x(t) = (Cl +c2)te"'+c3 

( x(t) =clerl'+czerz'+cs 

( x(t) =e"'(clcoSωt+C2SlnWt) +C3 

2.2 GM(2，1)模型函数形式及指数位置参数与差分模型参数的一一对应关系

(1)对于模型 x(t) =Clt2+C2t+C3 

x(t + t.) = Cl (t + t. )2 + cz(t + t.)十 C3 = Clt2 + (2c1t. 十 C2)t + C1t.2 + czt.十 C3

x(t + 2t.) = Cl (t + 2t. )Z + cz(t + 2t.) 十 C3 = CltZ + (4c1t. + C2)t 十 4c] t.z + 2czt. + C3 

令 α=2 ，卢= -1 , '1= 2C1t.2+ 2c2t.+句，则 xCt+2t.) =αx(t+t.)+卢x(t)+ '1

α=2 ，β=-1 即1. 2 节(1)的条件。

(2)对于模型 x(t) =Cle"'+C2t十C3

x(t + t.) = Cler6e'" 十 czt 十 Czt. + C3 

x(t + 2t.) = cleZr6e'" + czt 十 2czt. + C3 

令 α=er6+1 ，β=-e飞γ=er6CZt. +C3 ，则 x(t十 2t.)=αx(t+ t.) 十卢x(t) 十Y

由 α=e<6+1 ，β=_er6可得 1. 2 节(2) 的条件，及1. 3 节(2) 的参数关系。

(3)对于模型 x(t)= (Cl +cz)te"'+c3 

x(t 十~) = (Cler6 + czt.er6)e时 + c2er6te'" + C3 

x(t 十 2t.) = (CleZr6 + 2c2t.eZr6 )♂ + c2e2r6te'" + C3 

令α=2er6 , ß= _e2r6 , '1 =cg(2er6-e2r勺，则 x(t+2t.) =αxCt+t.) +卢'x(t)+ '1

由 α=2e飞β=_e2r6可得 1. 2 节(3) 的条件及1. 3 节(3) 的参数关系。

(4)对于模型 x(t) =Clerl'+c2erz'+C3 

x(t + t.) = C泞r16erl' + c2erz6erz' + C3 

x(t + 2t.) = cle2r16erl' + c2ezrz6erz' + C3 

令 α= ellr1 +ellrz , ß= _eCr.汁'户 ，'1 =C3(ellrl+ellrZ-eCr汁'川) ，则

x(t + 2t.) = ax(t + t.) +卢'x(t) + γ 

由 α=ellrl+ellrZ ， ß=-eCr卢户可得1. 2 节(4) 的条件及1. 3 节(4) 的参数关系

(5)对于模型抖。= e"'(clcosbt+c2sinbt) +C3 

x(t + t.) = eaCt+ω [Clcosb(t + t. )czsÏnb(t + t.) + C3J 
x(t 十 2t.) = eaCt+2ω [Clcosb(t + 2t.) + czsinb(t + 2t.) 十 C3J

令 α= 2ea6cos (bt.) ，卢= _e2a6 , '1= c3[2ea6cos(bt.) -e2a6J贝tl

x(t + 2t.) = α'x (t + t.) + ßx(t) + '1 

由 α= 2eø6cos (bt.) ， 卢=_e2a6可得 1. 2 节(5) 的条件及1. 3 节(5)的参数关系

2.3 差分方程参数确定 GM(2，1)模型参数的唯一性

25 

由 2.2 可知，差分方程的参数与 GM(2，1)相应的函数形式及指数位置参数是一一对应的，而其他参数

是由原始数据列直接估计的，因此，通过差分方程可以唯一确定相应的 GM(2 ，l)模型参数。

3 改进方法与传统方法的建模比较分析

为了便于比较分析，我们用一个已知函数 x(t) =eo. 1t +eo. u产生一组数据，然后根据这组数据分别用传

统的方法和改进的方法建立模型，比较两种方法得到的模型与该函数的接近程度。

t: 1 , 2 , 3 , 4 , 5 

x(t) : 2. 326 57 , 2. 713 23 , 3. 171 98 , 3. 717 37 , 4. 367 00 

用传统方法进行建模得到 ，x(t)=7. 996 18eo.1654911十 6. 767 50eO
•
144 

Z93t 
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用改进的方法建模得到 x(t)=O. 923 47geo.084646 缸+1. 136 06eO• 195 阳一0.059 573 6 

可以看到，用改进的方法建模得到的模型和产生原始数据序列的模型很接近，而用传统方法建模得到的

模型则和产生原始数据序列的模型相去甚远。因此，改进的建模方法优于传统的建模方法。
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Improvement on Building G M (2 ,1) Forecasting Models 

WANG Duan-mm , ZHANG Lian-sheng 

(The Engineermg Instltute , AFEU. , Xi'an 710038 , China) 

Abstract : The GM (2 ,1) models can reflect the rend and periodic changes of system 111 the mean­

tlme , so it is very useful. But the apprOXlmate calculation m traditional method of building mod­

els made the precision of GM (2 ,1) models very low , and greatly obstructed its usmg range. Aim­

mg at these shortages , this paper presents and proved an lmprovmg method of building GM (2 , 
。 models ， and tests and verifies this method by an example. 

Key words: grey forcastmg; building models; parameters estlmatlOn 


