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正交各向异性弹塑性材料拉伸颈缩的数值模拟

张克实
(西北工业大学工程力学系，陕西西安 710072) 

摘 要z介绍了在乘法分解的基础上对正交各向异性弹塑材料进行有限变形计算的一种有限元方

法，利用该方法考虑不同各向异性状态对正交各向异性材料圆棒试样的拉伸大应变颈缩过程进行

了数值模拟。结果表明:(1)材料塑性性质若在不同取向有明显差异，沿不同材料轴向拉伸反映的材

料力学性能会有非常大的差别。这种差别在载荷和不同方向的径向颈缩位移上远较在颈部截面面

积变化上明显; (2)Hil1的正交各向异性塑性理论并没有考虑晶体材料在各个与材料主轴平面有较

大夹角的滑移面上容易发生剪切变形，所以不一定适于晶体塑性材料。同时本文研究进一步证实了

作者建议的正交各向异性弹塑性有限变形计算方法的合理性。
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正交各向异性塑性是常见的材料力学性质。 Hill 给出了描述这类材料塑性屈服行为的屈服条件，这一条

件可以看作是各向同性塑性理论的扩展。它易于理解，经常被用于描述材料变形和损伤的各向异性性质。但

对 Hill 正交各向异性塑性理论的应用大都限于小变形情形，原因是实际计算上考虑弹塑性大变形有一定困

难，同时理论上的不完备和人们对材料的各向异性非弹性大变形机理的认识还不充分也是重要的原因。为了

探讨各向异性的弹塑性有限变形分析方法，本文作者及其合作者曾在文献口""3J的基础上采用乘法分解概

念对正交各向异性弹性混合硬化模型的计算进行过研究，建议了一种基于乘法分解的正交各向异性弹塑性

有限变形分析的有限元计算格式凶。本文拟对正交各向异性弹塑性材料光滑圆棒拉伸试样的颈缩过程进行

有限元数值模拟分析，一方面是进一步的验证，另一方面也是对正交各向异性弹塑性材料有限变形特点的初

步研究。

1 正交各向异性塑性的 Hill 屈服条件

Hill 的正交各向异性盟性屈服条件∞可以写为

儿=÷〔NKS11 一 S22)2 + N1 (S22 一 S33)2 + N问- S11)Z 十向~2 + 2Nssï3 +队S~3J 一 t← oω

II 11; I ~ I ~ \ 1.T _ II 5 _ ~ --L ~ \ 1\T _ II 盈盈盈\ ì 一土l-i+ 」+寸 1 ， N 2 = ~ \ 一」十」!， N3=-1 + - l i 3 \ - XZ T yz T zZ J' H 2 - 3 \ X2 - yZ -, zZ J' H 3 - 3 \ X2 I y 2 ZZ J ' I 
式中 ‘ _2 月 _2 r (2) 

厅.

N.= 二L ， N= 二;.， N 一-L|3Yf2 ' ~ v 5 - 3Yf3' .l.' 6 一 3Y~3

X、Y、Z、Y12 、Y13和 Yzs分别是材料主轴方向单轴拉伸屈服应力和材料主轴平面剪切屈服应力。 σy 是参考屈服

应力，由下式确定

σ~ = !f [ ~ (X2 + y2 + Z2) + Yfz + Yf3 + Y~3 ] (3) 
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2 变形分解与应力计算

按 E. H. Lee[a]提出材料中粒子的中介构形(即从当前构形卸掉粒子周围当前约束而对应于零应力的构
形〉的概念，物质变形梯度 F 可分解为

F=FEp 

定义"修正"塑性速度梯度张量
LP = P(P)-l 

定义"修正"塑性伸长率张量

EP=÷[ZP+((EP)T] 

ï)P 可以认为是扣除转动影响后的塑性变形率。

定义"修正"塑性旋率张量

F=t[EP 十由TJ

假设材料微元的塑性旋率的影响很小，并近似为零[61 ，即有

W" = 0 , LP = DP 

于是在 t、t+& 的时间间隔 ，P 和 FE 可通过下式求得
rt+曲

t+ðtp = exp(1 ï)Pdt)tp , t+缸FE =叶ðtp+ðtp-l

定义弹性 Hencky 应变张量

EE = lnUE 

uE 由极分解 FE=REUE 唯一确定。 EE 可以认为是扣除了纯转动 RE 的弹性应变张量。

E~ = TREEERETTT 

式中 T 是从当前坐标系到材料主轴坐标系的坐标变换矩阵。令 T'=TRE

则 E~=T'EET，T

在各向异性情形下，对应于材料主轴坐标系的 Cauchy 应力张量 σM 可用下式求得

σ'M = CE~ 
式中 C 是对应于材料主轴坐标系的四阶各向异性弹性本构张量。

在当前构型下 Cauchy 应力 σ 与当前构形材料主轴坐标系下应力阳的关系为

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(1 3) 

(14) 

σ'M = ToTT 或 σ = TTσ'MT (1 5) 

以上便是利用乘法分解求解弹塑性问题的基本思路。这一算法的关键是如何求得，t+ðtFP ， 除了变形分解

外，求解叶ðtp 的工作主要在塑性流动计算上。

3 正交各向异性塑性流动及增量计算

为与计算过程的表达一致，以下用向量和矩阵来建立相应的关系。

Hil1的正交各异性塑性屈服条件可写为

f= 刷而 -34=0
式中 N是正交各向异性矩阵

Na+Nz -Na -Nz O 

N3 十 N1 -N1 O 

N z +N1 O 
N=I 
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N 6 
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(17) 
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SM 是材料主轴坐标系下 Cauchy 应力阳的偏量构成的向量，而 S'M 与 SM 不同在于 S'M 含两倍的剪应力项。

由正交流动法则，材料主轴坐标系下物质微元的增量流动规律按隐式算法可写为

ðs~ =~~+~~+~SM (18) 

Aλ=24与 (ω
~e~ 代表材料主轴坐标系下 t 到 t+& 时刻的塑性变形增量向量，旨和 ~ëP 分别称为等效应力和等效塑性应

变增量。吾由下式定义

吾=品;二;i (20) 

~ëp 由下式求得

AK C? 〈fuNl+2fMN叩 (21) 

b=(Mb1 一叫
~e~ - ~~3 

b' = (~e~12'~~IH~~23)T 
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当退化到各向同性时，~p 退化为 ~p=在马马。
考虑到式(16)和(19) ，式(18)可写为

呵，+~It.T'+~ft

~e~ = 言~eP 叶也σy

等向硬化规律的增量描述由下式给出

(22) 

Aσ'y = h~eP 
式中 h 是等效应力吾等效对数塑性应变曲线 F 的斜率。

弹性应力应变关系为

(23) 

叶也SM 叶~c~+Ate~ (24) 

式中叶~CE是 t+& 时刻对应于材料主轴坐标系下偏应力与应变关系的四阶正交各向异性弹性本构张量构

成的矩阵(含两倍剪切项)。 叶~e~ 是相应的弹性变张量构成的向量。

在材料主轴坐标系下

叶缸e是 = eM* - ~e~ 

eM*是试探应变张量构成的向量，~e~ 是塑性增量应变张量构成的向量。

考虑到式(25) ，在正交各向异性情形，式(24)可写作

(25) 

叶~SM =什~CIEeM* - ~~) (26) 

，可'、. S. ='+曲严CEeM (27) 

则 s. ='+~SM +'+~CE~~ (28) 

于是可推得
3 ~ë1> .+也 ~+At

(29) S. ='+~SM十 2 叶UR"'y C N叶~SM

IIP ~ëP 叶臼俨) 一 (30) s+UR -y C N t +AtsM-S 幡

注意到恒等式 tr'+~ SM ==三 o (31) 

知'+~SM 的六个分量是线性相关的，此时可补充式(31)以从式(30)求得叶~SM.

由屈服条件式(6) ，可写出 t+& 时刻应力和应变必须要满足的屈服面方程

f=丘='+~叶叫叫叫+恤咱~S吗s品~(衍~('+俨s叶叩+

若增量等效塑性应变 A岛豆'éP 已知 ，~和利句司j用等效应变等效应力试验曲线可求得t+& 时刻等效应力

(32) 
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叶ðtã'+ðtq = σy(叶ðteP ) =σ';/♀+ ßëp
) (33) 

假定-个 ßëp 的值，利用式(27)、 (30)和(31)可求得屈服画数 J，从而 ßëp 的真实值可通过对式(32)求根

得到。只要求得增量等效塑性应变 ßëp ，就可利用式(30) 、 (31)和 (22)求得 ßeM:，从而求得所有的参量。

4 弹塑性切线矩阵

有限元计算需要 t 到 t+& 时刻内以下形式的增量应力应变关系

Aσ = CEp/:le (34) 

式中 Aσ 和 M分别是增量应力向量和增量应变向量，而 C均是由四阶张量改写成的矩阵，称为弹塑性切线矩

阵，可用矩阵crt来表示。求算 C岛是非线性有限元计算的关键。

相对于材料主轴坐标系，式(34)可写作

AσM = C~ßeM (35) 

由材料塑性不可压缩和式(2日，可有

ßeM = eM* -'e~ (36) 

于是，近似地

h 
C黯; = lim 于旦旦部一些 (37) --;;;0 t::.eMj éJeMj 

略去推导步骤，可得适合于正交各向异性弹塑性材料在任意 r=t 时刻的弹塑性切线矩阵

CEC afMa CVZNKJSMqCFE INro'S'Mo 
，;a..罚 一一-=-- i ,j=1 ,2…A 
W问 ttdth 十 C';k tN .. /sM/N ro ts' Mo 

(38) 

由上式作旋转变换便可得相对于整体坐标系的 C曰，且上述退化到各向同性情形是常用的山回嘉昭公式。

5 正交各向异性弹塑性材料光滑试样拉伸颈缩的数值模拟

5.1 材料等效力应变曲线与各向异性状态

主要考虑材料的各向异性性质，为此设材料的弹性性质为各向同性(本文方法适用于正交各向异性弹性

和塑性性质，采用这一假设只是为了分析简单)，同时为讨论简单起见设初始材料主轴与整体坐标轴重合。取

杨氏模量 E=200GPa、泊松比 ν=0.3，材料等效应力应变曲线如图 1 所示。

考虑三种材料状态 2

3 yz zz 3 Yfz Yf3 Y~3 1 
(1)'.. = :: 一一一一一 -一一一-一一一一一， 即 N1=一 Nz=N3=一一 σ;- 4 'σ;-q;-q;-3 

Xz 11 0 yz zz 95 Yfz Yf3 Y~3 1 I'tn ">T 250 
(2)一一一一一一一 一_~ll_" Z3 一一， 即 N1=一~， Nz=N3=一σ; -100' q; - q; -100 'σ;-q;- a; -3 

y2 Z2 3 Yfz Yf3 Y~3 1 
(3)一一-一-----一一一一 即 N1=Nz=N3一 : ,N.=Ns=N6=2 σ;- a; -q;-2' 吟 'σ;- a; -6' ""'Hl一 -H3 9 

第一种状态是材料在z 轴向较y 和 z 轴向有较大的屈服应力 ，y 和 z 1000 

800 m 
0.. 
E 
- 600 
R 
t主
在骂 400 
排

200 

0 
0 , 0 

N.=Ns=N6=1 

N.=Ns=N6=1 

0.2 0 .4 0.6 
等敛应变

轴向屈服应力相同，而三个主坐标轴平面的剪切屈服应力相同，这种情形

代表材料较强的正交各向异性塑性。针对这种状态考虑两种情形进行了

计算，沿 z 轴方向(较软方向)和 z 轴方向拉伸(较硬方向)。第二种状态与

第一种类似，但材料的各向异性要微弱得多，这种情形代表材料较弱的正

交各向异性塑性。同样也考虑与上面相同的两种拉伸方向进行了计算。第

三种状态是材料在 z、y 和 z 轴向的屈服应力分别相等，三个主轴坐标轴

平面的剪切屈服应力也分别相等，但并不同于各向同性，因轴向屈服应力

增高而剪切屈服应力降低，这种情形代表材料在某些方向较容易发生剪

切变形(注意与晶体滑移情形不同，晶体主滑移面一般不是主轴平面〉。除

这三种状态外，为进行比较也考虑了各向同性的状态。 图 1 材料等效应力应变曲线

5.2 有限元阿格与边界条件
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计算模型长 30mm，半径 5mm. 有限元网格的划分见图 2(含 120 个

20 节点三维固体等参元，共 725 个节点)。为简化起见，模型仅取了试样

的一半 z计算时考虑圆棒的两端沿径向受有刚性约束，并且一端在轴向被

固定，另一端受拉伸。模拟拉伸位移每次计算都相同，均为 8mm.

5.3 数值模拟计算结果

计算所得拉伸位移一载荷曲线见图 3. 结果表明由于材料塑性性质 \i￥ J二/' 11 

若在不同取向有明显差异，沿不同材料轴向拉伸反映的材料力学性能会 \户才斗乡/ 1/ 
有非常大的差别。例如对第一种状态两种方向的拉伸载荷在相同位移下 \Y 飞3
可相差 30%以上，对各向异性较弱的第二种状态两种方向的拉伸载荷差 困 2 计算模型的有限元网格

别也接近 10%。对前两种状态而言，沿较硬方向(即 z 轴方向〉的拉伸载

荷高于各向同性状态时的载荷，反之低于各向同性状态时的载荷。对第三种状态的计算表明 z在拉伸颈缩之

前，材料的拉伸性能与第一种状态沿较硬的轴向b 轴方向〉拉伸情形基本一致〈此时两种状态的拉伸抗力相

同) I在拉伸颈缩之后，第三种状态的载荷较第一种状态的有明显的下降。导致这种结果的原因是颈缩之前沿

径向的剪应力很小，处于第三种状态的材料的抗剪切能力低下还未能反映出来z颈缩后材料变形的局部化使

得试件径向的剪应力增大，从而导致载荷有更快的下降。值得注意，Hil1的正交各向异性理论并没有考虑到

一些材料在不是在材料主轴平面较容易发生剪切变形，例如晶体材料是在各个与材料主轴平面有较大央角

的滑移面上容易发生剪切变形，所以这种理论一般不适于晶体塑性材料。

计算所得拉伸一颈缩位移曲线见图 4. 它亦表明，材料的塑性各向异性导致颈缩变形与拉伸方向有很大

关系，若试样横截面为面内各向同性，试样的径向颈缩在周向是相同的，若试样横截面面内呈各向异性，则颈

部沿材料较硬方向颈缩较小，沿较软方向颈缩较大。图 5 是第一种材料状态下沿较软方向拉伸所得的变形网

格，它形象地描述了试样的颈缩变形。图 6 是计算所得拉伸位移一颈部横截面面积变化曲线，结果表明在材

料等效应力一等效应变曲线相同时，材料的各向异性塑性可以导致拉伸载荷和半径颈缩的很大差异，但颈部
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截面面积的变化并没有那么大的差别。这从一个侧面预示试样颈部的应力分布是非常不均匀的(另文探讨〉。

6 结论

(1)材料塑性性质若在不同取向有明显差异，沿不同材料轴向拉伸反映的材料力学性能会有非常大的差

别。这种差别在载荷和不同方向的颈缩位移上非常明显，在颈部截面面积的变化上没有这样明显。

(2)Hi11的正交各向异性理论并没有考虑到晶体材料在各个与材料主轴平面有较大夹角的滑移面上容

易发生剪切变形，所以不一定适用于晶体塑性材料。

(3)文献提出的方法及其相应程序是有效的，具有很好的计算收敛性和稳定性。需要指出，各向异性塑性

是金属材料的普遍性质，对其进行深入研究极有必要。在细观尺度，金属粒子一般都应看作是晶体。如前所

述，晶体的各向异性简单用Hil1正交各向异性理论来描述是不太合理的，这一点文献[7J亦有过讨论。

致谢本文作者在研究中曾与沈阳 606 研究所杨士杰研究员、周柏卓研究员进行过有益的讨论，并得到他们

的热诚支持，在此谨表感谢。同时也诚挚感谢空军工程大学科研部对本文研究的支持。

参考文献

[1 ] Gabriel G , Bathe KJ. Some computatlOnal issues in large strain elasto - plastic analysis [J] . Computers and 

Structures ,1995 ,56:249 - 267. 

[ 2 J Kojic M , Grujovic N , Slavkovic R , et al. A General Orthotroplc von Mises Plasticity Material Model With 

Mixed Hardening:Model Definition and Implicit Stress Integration Procedure [JJ. TransactlOns of the ASME 

Journal of Applied Mechanics ,1996 ,63:376 - 382. 

[3J Lee E H. Elastic-Plastic Deformat1on at Finite Strains [JJ. Appl Mech ,1969 ,36: 1 - 6. 

[4J 张克实，张光，冯霹.正交各向异性弹塑性有限变形的应力应变计算方法[A]. 见 2 日国志.疲劳与断裂〈上册)

[CJ. 北京g航空工业出版社，1998.94 - 99. 

[5J Hill R. The Mathematical Theory of Plasticity[MJ.London: Oxford University Press ,1950. 

[的 黄克智，黄永刚.固体本构关系[MJ. 北京 2清华大学出版社， 1999.

[7] 周柏卓.各向异性高温涡轮叶片材料本构关系研究[DJ. 北京z北京航空航天大学，1999.

On Finite Orthotropic Elastic-Plastic N ecking 

Deformation of a Round Bar 

ZHANG Ke-shi 

(Dept. of Applied Mechamcs , Northwestern Polytechnical Universlty , Xi'an 710072 , China) 

Abslract : The maJor alm of this paper is the research of finite deformat lOn of orthotroplc elastlc­

plasticity for a round bar under tenslon. Meanwhile , on the basis of multiplicatlve decomposition 

concept , a finite element method suitable to calculating the finite orthotropic elastlc-plastic defor­

matlOn has been suggested. The slmulated results of the orthortropic finite plastic deformatlOn of a 

bar made of orthortroplc plastlc material under large stram tenslOn show the shape of the necking 

sectlOn of the bar IS elliptic , and there are very evident differences m mechanical behavlOr and in 

defferent directlOnal necking deformatlOn when the tens lOn is in different onentatlOn. 
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